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1 Uvod

1.1 Collatztv problém - formulace

Collatziv problém je v matematice domnénka, kterou vyslovil Lothar Collatz. Tento problém je
rovnéz znamy pod nazvy 3n + 1 problém, UlamUv problém (podle Stanistawa Ulama), Kakutan(v
problém (podle Sizua Kakutaniho), Thwaitdv problém (podle sira Bryana Thwaitese), Hasstv
algoritmus (podle Helmuta Hasseho) nebo také jako Syrakusky problém. Posloupnost takto
zkoumanych cisel se nékdy nazyva téz jako posloupnost ledové kroupy (hailstone - protoze hodnota
Cisel v posloupnosti ¢asto mnohokrat klesne a opét se zvysi, podobné jako ledové kroupy méni svoji
vysku, kdyZ dochazi k jejich tvorbé v oblacich).

Domnénka mUZe byt shrnuta nasledovné. Vezméme jakékoliv kladné celé ¢islo n. Pokud je n sudé
Cislo, vydélime jej dvéma, ziskdme tak n / 2. Pokud je n liché Cislo, vynasobi se tfemi, pficte se
jednicku, tj. 3n + 1. Tento postup (v anglictiné nazyvany také ,Half Or Triple Plus One“ nebo
HOTPO[5]) se dale opakuje. Domnénka je takova, Ze nezélezi na tom, jaké pocatecni Cislo n je zvoleno
— vyslednd posloupnost vidy nakonec dojde k cislu 1.

Popsany postup lze vyjadrit funkci

3n+ 1nliché

— n
Cn) = 3 n sudé

Hodnota C(n) pro lichd n bude zjevné suda. Casto se tak pouZiva zkracend varianta a notace
modularni aritmetiky

pron = 1mod 2

pro n = 0mod 2

Problém pak Ize popsat pomoci iteraci téchto funkci: Je pro libovolné pocatecni kladné celé Cislo n
néktera k-t iterace T*(n) rovna jedné? Formalné: Ynik; T*(n) = 1.

Domnénka zatim nebyla dokdzana. Byla ale vypocetné ovéfena pro viechna ¢isla az do velikosti 2%,

1.1 Formulace problému
PFi zkoumani této domnénky jsem narazil na moznost preformulovat tento problém nasledujicim
zpUsobem. Kazdé sudé cislo, které se vyskytuje v posloupnosti vidy vede po opakovaném déleni 2 na

liché Cislo. Suda cisla jsou tedy jen jakési vsuvky mezi lichymi Cisly. UvaZoval jsem tedy posloupnosti

L+ Kde L je liché &islo a k je vidy

S - Y o 3
pouze s lichymi Cisly, ktera jsou vytvorena predpisem M = K
maximalni exponent zvoleny tak, aby opét vysledkem bylo liché Cislo M. Soucasné k oznacuje pocet
sudych Cisel, ktera jsou ,,vsunuta“ mezi Cisla L a M podle plivodniho zadani problému. Pri dalSim

2km-1

rozboru jsem vztah invertoval na L = . Zde mé napadl| koncept tkzv. vlaken, kterd maji

specialni vlastnosti a pomoci nichZ je mozné Collatzovu domnénku zkoumat z jiného pohledu.
Vysledkem je dikaz této domnénky.




2 VlIdkna

2.1 Definice: VlIdkno

VIdknem Q(s) nazveme mnoZinu generovanou lichym kladnym ¢islem's, s # 0 mod 3, nasledovné:

kg .
Q(s) = {2 ; ! ik € N} , kde k € N je voleno tak, Ze vysledkem je liché &islo. Cislo s nazveme zaklad

vlakna.

2.1.1 Lemma: Exponent v definici vldkna
Exponent k v definici vlakna je sudy pro s = 1 mod 3, je lichy pro s = 2 mod 3. Pak je vyraz v Citateli
délitelny 3.

Dakaz:
Necht s = 1mod 3 — s = 3t + 1. Pak pro k sudé

2""-5—1_2k-(3t+1)—1_2k-3t+2k—1_Zk t+(2+1)-(zk—l—zk—2+---—1)
3 3 - 3 - 3
=2k_t+2k—1_2k_2+...—1

Necht s = 2mod 3 — s = 3t + 2. Pak pro k liché

zk-s—1_zk-(3t+2)—1_2’<-3t+2’<+1—1_zk t+(2+1)-(2’<—2’<-1+---—1)
3 3 N 3 o 3
=2Kk.¢t 42k k-1 ... _1

©

2.1.2 Lemma: Neexistence vldkna
Pokud s = 0 mod 3, vldakno Q(s) neexistuje.

DUkaz:

K.o_ Kap_
2 > 1as:3|<.TedyL=% >3L=2F-3K—-1

Prvky vldakna Q(s) by tedy mély byt L =

Leva a prava strana maji rizny zbytek po déleni 3 (jsou v riznych zbytkovych tfidach mod 3). Spor.

©

2.2 Véta: Existence vldkna pro kazdé liché Cislo
Pro kazdé kladné liché &islo L existuje vlakno Q(s) takové, ze L € Q(s).
Dukaz:
2ks—1 . 3L+1 . S ok X1 X
Pokud L € Q(s) pak L = th' s=— kde k je maximalni exponent, pro ktery 2* déli ¢itatele

vyrazu. Ponévadsz je Citatel sudé Cislo je exponent k > 1.

©

2.3 Véta: Existence vldkna 2
Pro kazdé kladné liché Cislo L takové, Ze L neni ndsobkem 3, existuje vlakno Q(L).




Dlkaz:
viz1.1.2a1l.2
©

2.4 Definice: Nasledné vldkno

Necht L je prvek vldkna Q(S) a L neni nasobkem 3. Pak definujeme nasledné vldkno o zdkladu L jako
Q(L).

Poznamka: Nasledné vladkno je definovano pro libovolny prvek néjakého vldkna vyjma prvk, které
jsou nasobkem 3, tj. ndslednymi vlakny vlakna Q(1) jsou vlakna Q(5), Q(85), Q(341), ...

Pozndmka: Vztah mezi vlakny Q(S) a Q(L) ozna¢ime Q(S) < Q(L).

2.5 Definice: Index prvku ve vlakné

kg
Necht L € Q(s)al = % Pak exponent k nazveme index prvku L ve vldkné Q(s).

2.6 Definice: Index prvku v nasledném vlakné

Necht L € Q(s)al = 2 ';_1, aijeindex prvku s ve vldkné Q(s). Necht existuje nasledné vlakno Q(L).
Necht A je prvek vldkna Q(L) s indexem j. je Pak index prvku A vzhledem k vlaknu Q(s) je i+j.

Poznamka: vlakno Q(s) nazveme predchozi vldkno k vidknu Q(L).

2.7 Véta: Existence predchoziho vlakna
Necht Q(L) je vldkno a L jeho zéklad. Pak existuje vlakno Q(K) pro néz plati L € Q(K).

DUkaz:

Necht existuje vliakno Q(L). Ukazme, Ze s musi byt prvkem néjakého jiného vldkna napf. Q(K), tj. pro

n,

L =

existuje n a K takové, ze K = %, atedy LEQ(K) - Q(K)cQ(L) ©
llustrace:

s=53, p=5, 53€Q(5),tj. P(5) € Q(53)

Pozndmka: Pozor, to neznamen3, Ze vzdy plati K < L.

2.8 Veéta: Existence vlakna, které nema predchidce
VIdkno Q(Z) nema predchlidce pravé kdyz je Z=1.
Dukaz:

Pokud vldkno Q(Z) nema predchidce, pak pro zéklad vldkna Z musi platit, Ze predchozi vlakno je
totozné s timto vlaknem Q(Z). Tedy

3.-7-1
L=

z7=3-7-1
Z:3-2M=1->n=1-7Z=10©

2.9 Veéta: O posloupnosti vldken
Necht Q(4y) € Q(A;) € -+ < Q(Ak-1) < Q(Ay) jsou vldkna. Necht y € Q(4).
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Necht index prvku A; ve vlakné Q(Ai.1) je sia index prvku Ao je so.
Ao ozname z a nazveme zaklad posloupnosti.
Pak mezi prvky z a y plati vztah:

k
Z‘B'Z— 3k+1y= Zsi_zSi

i=0
kde
B =so+sy+-+5s,
Si=Sip1t - t+sg=B—(so++sj)
Sk=0

Dlkaz: indukci

1) Necht k=1
Je dano Ao.
Q(4p) c Q(41)
A; € Q(Ao)
y € Q(4)
2514, — 1
yE——
x € Q(Ao)
2% - Ay — 1
x=0
LIV L S
y= 3 - 32
B =so+s1

32.-y= 2%%1.7_25% -3
250%S1. 7 —32.9 = 251 +3

250+S1 . 5 — 32y = 30.2B-50 4 31.2B-(so+s1)
28 .7 — 32y =30.2% 4 31.2%

2) Necht vztah plati pro ka Q(A4y) € Q(Ax41)

2[3 “ 7 — 3k+1y — 31' .25i

=
Juy

~
I
=)

Pak plati i pro k+1




k
2ﬁ+sk+1 ez — 3k+2W — Z 3i . ZSi

kde

i=0

,B:SO+51+"'+Sk

Sj:Sj+1+"'+5k:B—(50+“'+SJ’)

Sk=0

-

P =5sg+ts+ -+ S+ Skt

y € Q(Ax)

A1 =Yy
25k+1 . y -1

w

Ma platit:

3

k+1

2ﬂ+5k+1 ez — 3k+2y, = Z 31' . 2Si

25k+1

25k+1 +

25k+1 +

25k+1 +

25k+1

25k+1

25k+1

25k+1

25k+1

. 2B

. 2B

. 2B

. 2B

. 2B

. 2B

i=0

k
z—3- 3w = Z:si - 25 4 3041 25k
i=0

7 — 3 . 3k+1W — 30 . 250 + 31 . 251 + .“+ 3k . ZSk + +3k+1 . 25k+1
-z — 3 . 3k+1w — 30 . 2,8_50 + 31 . ZB_(SO-"Sl) + e + 3k . ZB—(So+"'+Sk) + +3k+1 . 20
-z — 33k 1y
= 25k+1 . (30 . ZB—SO + 31 . 23‘(504‘51) + vor + 3k . 25—(50+"'+Sk)) + 3k+1 . 20
k
vz — 3.3kt — 2Sk41 .Zgi_zsi 4 3k+1.90
i=0

ez — 3.3k, = 25k+1.(2B.Z_ 3k+1y) 4 3k+1. 90

25k+1 Cy — 1
3

.z — k1., (25k+1 - y — 1) = 25k+1. (ZB ez — 3k+1y) 4 3k+1

_Z_3_3k+1_ — 25k+1'(ZB'Z— 3k+1y)+3k+1

sz — 3k+1 . 25k+1 . y + 3k+1 — 25k+1 . ( ZB 7 — 3k+1y) + 3k+1

2Sk+1 (zﬁ .z — 3k+1 .y) = 2Sk+1. ( 28.,_ 3k+1y)

0=0 ©

2.10 Véta: O jedine¢ném vyskytu prvku
Necht L je liché ¢islo. Pak existuje pravé jedno vldkno, jehoz je prvkem.




Dlkaz:

sporem, necht X a Y jsou rGzné zaklady vldken a L je prvek obou dvou vldken

_2“X—1_2”Y—1
-3 3
24X = 2VY
247X =Y
Y je liché &islo tedy u = v a pak X=Y. ©
Dasledek:

a. Ve vSech vlaknech neexistuji dva stejné prvky.

b. VlIakna tvofti po dvou disjunktni nekonecné mnoziny.

2.11 Véta: Sjednoceni vlaken
Sjednocenim vSech vldaken dostaneme mnoZinu vSech lichych cisel.

Dlkaz:

Necht existuje liché ¢islo, které neni prvkem zadného vlakna. Spors 1.2
©

Tim by méla byt dokdzana Collatzova domnénka v notaci 2*. Pro kazdé liché &islo existuje cesta ze
zakladniho vldkna o zakladu 1. Obratime-li poradi prvk( v cesté, dostdvame sekvenci pro libovolné
liché cislo.

3 Rezidua
Uvod

V teoriich, které se zabyvaji feSenim tohoto problému se vyskytuje pojem reziduum prvku a omezeni
rezidua. Na zakladé teorie vlaken se pokusime tento problém vyresit.

Experimentdlné je ur¢ena maximalni hodnota rezidua prvku uréena pro Cislo 993 a ma hodnotu
1,25314...

Soucasné zkusime dokdzat Collatzovu domnénku i pomoci rezidui vidken.

3.1 Definice: Reziduum prvku o zakladu Z
Necht Z je liché Cislo. Pak reziduum prvku y nazveme vyraz
28 -7

Res;(y) = 5o
Z 3k+1y

kde
B=SO+51+"'+Sk

jsou indexy prvki v posloupnosti podle 1.9

Q(Ap) € QA1) © -+ € Q(Ak-1) € Q(4y)




aZmavQ(Ap) index sy aymav Q(Ay) index sy.

3.1.1 Lemma: Reziduum prvku a suma

Resz(y) LI ksi 25i
eSzY=W=WZ et
3y 3 Y=

k

251

Resz(y) == 3l
=

3.2 Definice: Cesta prvku a Uplny index prvku
Necht

Q(Ao) € Q(A;) €+ € QAy—1) < Q(AY)
Z € Q(Ap)

A =Z

4, €0Q2)

A2=a1

ap = Ay € Q(Ak-1)
Posloupnost S;(A) = (Z, a4, a,,..,a;) nazveme cesta o zdkladu Z k prvku Ax.
Posloupnost I;(A) = (Sg, S1,S2,--,Sk) nazveme Uplny index cesty o zdkladu Z k prvku Ax.

Posloupnost S;(Ay) = (So, S1,5,..,Sk) nezveme S — vektor prvku o zakladu Z prvku Ax.

llustrace:

Q(Ao) Q(2) Q(a1) Q(a2)

as index s3

Z index sp

/
|

a; index s;

a: index s;

a,z_
Prvky v Q(Z) jsou Y = %

3.3 Definice: Index vldakna a rad vlakna v zakladu Z
Necht je Q(X) vlakno v posloupnosti

Q(Z2) c Q(ay) -+ c Q(ak-1)
kde a; € Q(a;_1)




Pak index vlakna je roven souctu Uplného indexu zékladu vlakna a fad vldkna je poradi indexu zakladu
vldkna v uplném indexu.

Soucet Uplného indexu prvku budeme znacit 8, fad vldkna pismenem r.

3.4 Definice: Jadro vldkna se zakladem Z
2A
3r-x"

Necht je Q(X) vlakno, A je index vldkna a r je Fad vlakna. Definujeme jadro vlakna jako J(X) =
Poznamka: Jadro vlakna je reziduum zakladu vlakna.

3.4.1 Lemma: Rezidua prvki ve vlakné
Necht a € Q(X) s indexem ve vlakné j. Pak Res;(a) = J(X) - —.

27x
Dlkaz:
28z 24+] 24 x-2J Xx-2J Xx-2J 1
Resz(0) =50 =330 = 3% 30 /0 n /X i = /&)= ©
- 3 ZjX
Dusledek:
X 1
/&) =1-—x<1
Resz(a) 2/X

Poznamka: Rezidua prvku ve vlakné jsou vidy vétsi nez jadro vlakna a limitné jdou k J(X).

3.5 Véta: Jadro nasledneho viakna

Necht Q(X) a Q(Y) jsou vlakna libovolné cesty, Y € Q(X), Y ma ve vldkné Q(X) index j. Pak J;(X) <
Jz(¥).

Dukaz:

1

1
2Jx

Resz(Y) =J(Y) =J(X) -

1

J&X) _ 1
](_Y)_l_ﬁ<1

1z(X) <Jz(Y)©
Pozndmka: reziduum nasledného vldkna je vidy vétsi nez reziduum predchoziho vldkna.

3.6 Véta: VSechna vlakna maji stejné zakladni vlakno
Necht (X, X5, ..., Xp,) a (Y1, Y5, ..., Y;,) jsou cesty, které vychazeji ze dvou zakladnich vldken, které
nemaiji predchldce. Pak jsou tato zakladni vldkna totozna a jsou rovna Q(1).

Dulkaz:

X1 € Q(Z,) aY; € Q(Z,). Vlakna nemaji pfedchidce, podle véty 1.8 ovsem pak Z; = Z, = 1.©

Dasledky:
z=1
k
2[3 _ 3k+1y — Z 3i . ZSi

i=0




Res(a) = % = ﬁ Yk .3t 25 kde

B =Sy + s+ -+ s, asejeindex prvku ve vidkné Q(1).

Si=Sjg1t+s=p— (so +---+sj)

S,=0

vldkno Q(1) ma k=0 a Beta = 0.

Exponent k pro pfislusné vldkno pojmenujme fad vlakna, analogicky i fad prvku. Budeme znacit r.
Rad vlakna Q(1) je 0.

Uplnou cestou budeme nyni rozumét cestu od vldkna Q(1).

3.7 Lemma: Nejmensi jadro vlakna
Necht Res,(X;) = J,(X1) < Jz(X,) < -+ < J;(X,), kde (X1, X5, ..., X;,) je cesta. Pak pro libovolnou
cestu existuje nejmensi /, (X,).

Dlkaz:

1 iy, . o

1 zejmé nejvétsi jadro vldkna a maximalni hodnota
T2Xx

druhého vyrazu. Jadro vldkna Q(X) je ovsem reziduum prvku z vlakna o fad mensiho nez vlakno Q(X).

Tedy ¢im mensi X a x, tim bude reziduum vétsi. Zakladnim vldknem je vldkno radu O, pak nejmensim

Nejvétsi reziduum prvku Res(a) = J(X) -

4
prvkem ve vlakné, které generuje nasledné vlakno, je Cislo 5, Res(5) = % = i—i atedyJ(5) = i—g =
1.06

Tedy kazdé dalsi vlakno ma jadro vétsi nez 1,066...
©

Poznamka: Cislo 1 ma sice reziduum 1,3..., ale neni zakladem nasledného vlakna. Reziduum
zakladniho vldkna je 1.

3.8 Véta: O jednoznacném urceni prvku vldkna S — vektorem
Necht posloupnost S(4) = (Sy, S1,S2,..,S5;) je S—vektor prvku o zékladu O prvku A, kde S; = s, +
Sy + -+ sj, {So, S1,52,..,S7) je Uplny index prvku A, = S, T; = B — S, r je Fad prvku.

Pak

=0
2° C s O 2%
— L, i —
3r+1 1T 3r+l z 3-2% = z 3r+1-i
i=0 i=0




26 & 25t 2f - 25iB\ 26 3 28 = 3
A=~ ), 3reii 3 1—2 3= | T3\ 17 Lo | Ty 1‘22%
0 i 0

i=0 i= i=0 i=
©
3.8.1 Dusledek: Reziduum vyjadrené vektorem T

28 268 1
Resy(A) = 3L o7

r+1 r 3i B r 3i
3 TPrEL 1_Zi=0ﬁ 1_Zi=0ﬁ
3.9 Véta: Omezenirezidua prvku shora
Pro kazdé A plati
1 < Resy(4) <=~ 1,3421
Dukaz:

Z dlsledku 2.8.1 ihned plyne

r 3
O<ZE<1
i=0

Odhad pomoci geometrické posloupnosti:

Vime, Ze posloupnost T; je neklesajici posloupnost kladnych celych &isel. Pro maximum souctu
budeme poZadovat, aby koeficienty t; byly co nejmensi. V dvahu tedy pro t; pfipadaji nejmensi indexy
ve vlaknég, ¢isla 1,2,3,4. (1 a 2 pokud neni prvni prvek ve vlakné délitelny 3, 3 a 4 pokud je délitelny
3).

Nasledné prvky posloupnosti T; se budou lisit 0 1,2,3,4.
Tibudeme aproximovat nejjednodussi, tedy linearni funkci a.i+b.
Prameér a je vétsi nez 2, a zvolme 3 (hodnotou funkce budou cela &isla).

Koeficient b je index prvku 1 ve vldkné Q(1), tj. b=2.

r . T . T : 3T+1
3 3 1 3\ 11_(2_a 1 1 wp 1
D<= (5) =5 3 Sp [ 3% a3
i=0 i=0 i=0 1-5a 1-5a
T .
3 1
—_<ab._—
£ 2T 20 -3
i=0
Res(M 1 o 2%-3
es(Max) < Y 1 ~—pa_pa-b_3
1-—2a-b.
20 -3
1 2
23—2_ —
22-3° 5
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Res(M 1 5
es( ax)<—2—§—1,6...
I-3

a integralni odhad, kde Ty je spojita rostouci funkce

T .
31 r 3x r 3x 1 r 3 X 1 r 3 1 347
A i R I W
Ty Ty +b b b
i:02 0 2 0 2% 20 ), \2¢ 2% J, Zb-ln% 0
1 Ins 1 3\
=[] =—3‘[(z—a) ‘1]
2b-Insg 2b - Insg
pro a musi platit 24 > 3 - aln2 > In3 - a > iz—z = 1,58496250 a tedyzia <1
Pak je integral roven
1a,b,r) = — [1 E )]
a,b,r) = - 9a -\
2b- ln% 2¢
pro velka r je zavorka rovna 1 tedy
1
I(a, b, OO) = ﬁ
2 ln?
Pro a=3, b=2
pak
Res(A) < ~ 1,3421

1— 1(32,%)  1—0,25488
©

Pozndmka pro prvni fad

3\ 5
1(3,2,1) 31— (—3) ] ~ (0,25488 - = 0,1593
2 2 2 8
24 ln?
a tedy
Res(A) < ~ 1,18948

1— 1321  1-0,1593
kde nap¥. pro Res(3) = 1,185185

Poznamka: z experimentu plyne, Ze pro kazdé A je Res(4) < 1,25314 ...

4 Zaver:
| pokud se objevi v této teorii viaken chyby, doufam, Ze poskytne alespon inspiraci dalSim
matematikdm k dal$im pokusim o feseni této domnénky..
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PFi provadeéni reserSe k danému problému jsem narazil na obrovskou spoustu literatury, v bibliografii
uvadim jen nejdalezitéjsi.
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