Exponencialni rovnice krokem

Pavel Hruby
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Uvod

Nyni se dostdvame k rovnicim, které maji nezndmou v exponentu. Pfikladem takové rovnice je napft.:
3% = 9. Takovou rovnici ovéem rychle vyFedite zpaméti. Jiny piiklad 32**1 = 9*~1 je u7 sloZitéjsi a
rovnici 3* = 2x + 2 jiz umime Fesit jen graficky (no, to neni tak Gplné pravda, ale vice se dozvime

v zavéru tohoto ¢lanku). A jesté jedna poznamka — budeme rovnice fesit jen pro redlna cisla.

Pro vypocetni tUcely si rozdélime exponencialni rovnice podle postupl feseni. Neni to zase tak
jednoznacné, nékdy musime tyto postupy kombinovat.

Co budeme potiebovat z dfivéjsich znalosti? Urcité vSechny poucky o pocitdni s mocninami a
odmocninami a vse co jste se dozvédéli o Upravé algebraickych vyraz(. Vzorecky si oviem ¢astecné
zopakujeme.

Jesté, nez se pustime do rovnic, je tfeba alespon néco malo si fict o nejjednodussi exponencialni
funkci f: y = a* kde a (zaklad mocniny) a x (exponent) jsou realna ¢isla a Cislo a bude kladné ¢islo
razné od 1.

Definici ,,vyzkousime” pomoci grafli pro zaklady a=2 a a=1/2.

Zakladni vlastnosti ,,odecteme” z graf( prislusnych funkci.




-1

Pro a>1 je funkce rostouci, pro 0<a<1 je klesajici. VSechny grafy prochazeji bodem [0,1]. V nekonecnu
jde graf funkce y = 2* do nekonecna v minus nekonec¢nu jde k nule. V nekonecnu jde graf funkce

X
y = G) k nule, v minus nekonecnu jde k nekonecnu. Grafy nikde nejsou mensi nez nula, tedy

nezasahuji pod osu x.
A jesté jedna dlleZitda poznamka.

Plati vztah (1): Vtah aX = a plati pravé kdyz X = Y, kde X a Y jsou libovolné vyrazy. Re¢eno
slovné: pokud jsou na obou stranach rovnice stejné zaklady, jsou si rovny i exponenty.

Z tohoto vztahu vychazi feSeni prvniho typu rovnic.

Typy rovnic

Prvni typ rovnic
Celé uméni je prevést zaklady na obou strandch rovnice na stejné Cislo — to predpoklada zvladnuti
prace s mocninami.

Prvni Uloha

OPAKOVANI — nékteré vzorecky
3¥ 3 =1

pro mocniny a odmocniny
VyuZijeme posledni vztah z ramecku, plati 3° = 1

a*-a¥ = g*ty

3x—5 — 30 0

— ax_y
A pouZijeme vztah (1). ay
x—5=0 (@)Y = (a¥)* = a*?

m

x=5 n\/am =qan
Nezapomenout na odpovéd K = {5}. 1

a*
Druha uloha
22x — gx—1 a® =1
22% — (23)x—1
22x — 23(x—1)

A pouZijeme vztah (1).




2x =3(x—1)
2x =3x—3

Nezapomenout na odpovéd K = {3}.

Treti Uloha

1
4 - 2x+1 — (_)
8

22 . 2x+1 — (2—3)236—3

2x-3

22+x+1 — 2—3-(2x—3)
231X = 276X%9 3 pouzijeme vztah (1)
3+x=—-6x+9

7x =6

X =

N o

Nezapomenout na odpovéd K = {g}

Poznamka

U téchto typu uloh nejsou zkousky vysledk( povinnou soucasti feseni.

A jeSté nezapomenout

a*-b* = (a-b)*




Priklady na procviceni

1 aH
a) 3% =9 n) 2974 = [—]
8
1 2a-3
I]) 53x+2 _ 25 a=1 0) 41—x — [Z]
0 23 = g2 p) 10* =0.1.1000"
d gr=2"" qQ 272777 =81""
%1 253
e) [%] = 4% 1) 4274 = [%]
ﬁ 53x+2 — 25 x—1 S) 4x =162—x
g 4 =2 t) 472 =025
G2k —x 1-x
1 1 1
h) gt =| — u) —| ==
16 .8 32
Sx 2x
i) L] =g v) 1) s
2 243
—x-1 —Szx-1
i) B _ 1 w) b _ 5l
2 125
2=t x —2x
4 (1 = (1
k Z.I 1 - - X 3'x 2 = —_—
(3] (3
4—x 1-x
1 s 1 —x—1
1 | =0 —| =243
() 0 (3)

F; 3
3 5
l“) (_] — (_] z) 5 3.x+2—(1—.x) — 125 25-1-x
5 3

U nékterych vyse uvedenych pfikladl je dobré si pamatovat nékteré mocniny nebo alespon mit po
ruce tabulky vyssich mocnin cisel 2, 3, 5, 7,... Vlevo ve sloupci je exponent, v prvnim fadku jsou
zéklady, tj. 5*=625.

2 3 5 7 11
2 4 9 25 49 121
3 8 27 125 341 1331
4 1 81 625 2387
5 32 243 3125
6 64 729
7 128
8 256




Druhy typ rovnic

PFi feSeni pouzijeme takzvanou substituci — nahrazeni jednoho
vyrazu jinym vyrazem. Vznikne nam nova rovnice. Tu vyfeSime a
pak provedeme zpétnou substituci.

V téchto rovnicich se zpravidla objevuje soucet mocnin.

Priklad 1

2 1
4x+4 =5-4x

(+)

Substituce

2 1
+4=5-4x

t?+4=5¢

t2—5t+4=0

A feSime kvadratickou rovnici
Diskriminant
D=(-5)?%-4-4=9

5+3
t=T=1nebo4

Zpétna substituce vede na rovnice

4 =4x
Prvni rovnice nema reseni v redlnych Cislech (napiste proc?)
Druha rovnice ma rfeSeni x=1.

Nezapomenout na odpovéd K = {1}.

Treti typ
Logaritmovani

OPAKOVANI KVADRATICKA ROVNICE
ax?+bx+c=0
Diskriminant
D = b? —4ac
Pokud je diskriminant nezaporny, pak

~b £VD

Y12 = 2a

U téchto typu prikladl necekejte ,hezka” reseni. Vysledek bude ve vétsiné pripadl néjaka kombinace

logaritm a Ciselné se tedy da vyjadrit pouze pfiblizné.

Priklad 1
2x+1 — 53x
2:2%=5-3%
2%

3% 2




A muUZeme logaritmovat

2 5
x-log§: logz

5
_ 10g§ _log5 —log2

x = =
log% log2 —log3

Atedy vysledek K = {%}

Ptiklad 2

Zx . 52x — 3x—2

A také urcité pouzijeme
alogab =b
Muze se hodit

e — Eulerovo Cislo je zdkladem
prirozenych logaritmd, pouzivame
zkratku In

log.a =Ina

Budeme se snazit provést Upravy rovnice tak, abychom dostali vyraz tvaru

A* =B

, ktery pak mizeme logaritmovat. A, B musi byt kladna Cisla, A rizné od 1.

2% 25% = 1.3
9

50% = = 3%
9

50 1
() =3

50 1
x-log?= log§

_ —log9
* = 10g50 — log3

Vysledek po upravé

I(—{ 2log3 }
~ llog3 — 2log5 — log 2

Kombinované ulohy

Pti feSeni nasledujicich uloh vyuZijeme dfive vysvétlené postupy. Zakladem postup( jsou oviem
Upravy vyrazQ v rovnicich tak, aby slo Ulohy resit. VSechny Ulohy maiji fesSeni v realnych Cislech a
reSeni Ize vyjadfit jako mnoZinu korenl dané rovnice. Postupy vétSinou nejsou na prvni pohled

zfejmé a misty bude tfeba trochu experimentovat.
Priklad

6 — 2X = DX+l _ gx+1 4 ox+2

6% + 6X+1 = 2X 4 2X+1 4 ox+2

Zde vyuzijeme vytykani, nebot

6% + 66X =2%¥ +2-2%422.2%




65(1+6) =2%(1+2+4)

76 =7:2%
2%-3%¥ =2%
3*=1
x=0

Provedeme ovéreni vysledku (zkouska jako takova neni nutnou soucasti feseni)

60 — 20 =21 — 6 + 22
0=2—-6+44cozplati
Nezapomenout na odpovéd K = {0}.

Kombinované ulohy na procviceni

2 1
a) 4 +4=547

b) 54 7% _ 5% 3547735=0
o 43 -72=3"43"

d) 57 =10"27" 5

e 47 4g=927"

f) 649" —84.12" +27.16" =0
g) gﬁx_ll — 38)‘—2

h) 2.81"-536"+3.16" =0

25
i) 3%7 971 1273 =675

Do 02570 —gg 000

k) 77748414777 2.7

1

342
1) 645 =2 * ~12

m) 4.5 =520""

n)

P)

x2lzx+1 +2|x—3|+2 — x2.2|x—3|+4 + 2;:—1
6" —43"=32"-12
(3772 _9./3) log(7 - x) =0

28— 2.log, A2 = 4.3%% _ 3%

Szm _ 3x+2 + \.'{1—6.33‘ +32I:x+lj
6;: _ 2;: — zx-l-l _6x+1 n 2x+2

1 1 1
69%_-13.6%+6.4: =0

91-I-10g3 A 31+1ng3 A 210=0

100x 57 £ x¥ =% _20 =0

(3 ++24)7 =10 = (/5 - 424)

Tak alespon jedna ukazka feseni ulohy, u které neni postup na prvni pohled vibec ziejmy napt. tloha

X).

100 - x108%=2 4 x2-logx _ 70 =




Ur¢ité neptjde vytknout x1°8%~2  (to nikam nevede) rovnici si tedy prepideme

Kdyz nam dojde, ze

x2-logx — 1
xlogx—2
pak
. vlogx—2 - _
100 - x + Jlogi-2 20=0
Zkusme substituci t = x'08%2

1
100-t+?—2020
Vynasobime rovnici t a vyfesime jako kvadratickou rovnici. Pro t rizné od nuly plati

100-t2—-20t+1=0

tj.
oo 20 + V400 - 400 1
12— 200 ~ 10

TakZze mame jedno feSeni a ted zpétnou substituci

1
xlogx—z -

10
Tady ndm nezbyva nic jiného nez logaritmovat
log(x'°8¥-2) = logli0 tj.
(logx —2)logx = -1
Tedy
log?x — 2logx + 1 = 0 a ejhle, po u=log x substituci kvadraticka rovnice
u? —2u + 1 = 0 ale to je pFece vzorecek
u-1%=0
Tak feseni je u=1 a zpétna substituce pro u
logx = 1 améame
x =10
A ovéfime vysledek pro log x =1, x=10
100-102+4+ 10271 -20=0
1001071+ 101 -20=0
10+10-20=0
A jsme u konce

K = {10}




Dodatek pro nadsence

Ve stfedoskolskych pfikladech se miZe vyskytnout rovnice napf. 3* = 2x + 2, kde byvé uvedeno —
reste graficky. Tyto typy uloh lze ovSem resit za pouziti malo znamé Lambertovy funkce W.

Lambertova W-funkce
Je funkce, kterou znac¢ime W() a je definovana jako inverzni funkce k funkci f: y = xe*.

Pak x = W(y). Pro hlubsi sezndmeni odkazuji na Wikipedii (anglicky). Redeni spo¢iva v postupu,
kterym na jedné strané rovnice po Upravé dostaneme vyraz Ae4 a na druhé strané rovnice &islo (to

VI B . . s S . irxius
musi byt vétsi nez — > jinak rovnice nema v realnych cislech feSeni. Ono to je trochu slozitéjsi,

_ . Loy 1
protoze inverznirelace k f:y = xe* ma dvé vétve pro -3 <x<0.

Graf relace W pak vypada takto (Wo a W.1 jsou vétve Lambertovy funkce)

Uloha
Re$me rovnici 3* = 2x + 2

Upravime na tvar

1

1)37% ==

(x+1)3 7
1
—x—1)3%=__
(—x—1)3 3

1
(-x-1)37¥-371=—2-37"

1
—x—1)37*1=—=
(~x—1) -

—x -1 (=x-1)In3 — _ _
(—x—1De c

—1In3
6

In3(—x — 1)en3Cx-1) =

Ale —5 < —In3 < 0, tak uloha bude mit dvé reseni
W(—lnf) =In3(—x—1)atedyx
In3
L W)
1 In3




(1)

L 6
*2 =1 In3

A jak se s tim popere Wolfram Alfa?

Input
3 =2x+2
Flot
Al
|
4| )
--2_;_____.- /
—
_-.——'___"_T'-_‘.Q_ |
-3 _d___.--"*— 1 : 1 2
T _al

Real solutions
X = -0.79011
X = 1.44456
Solution
log(3)
Wy~ B2 - log(3)

X= , hef
log(3)

A co takhle Geogebra, grafické reseni?

A= (1.44456) 4.88912)

o

-

B,=.079011, 0.41978)

-4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5
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Zajimavé ulohy
Na internetu se vyskytuje spousta Uloh na exponencialni rovnice, které vyzaduji pti Freseni néjaky trik
— urcity postup, ktery nenaleznete v béZznych ucebnicich.

Uloha 1

3

=3

X
xx

=

Reseni

Musi rekurentné platit

x3=3
tj.

x =133
K ={V3}
Uloha 2

Tato uloha, ac se zda jednoducha ma v redlnych Cislech dokonce 4 feseni.

xXt4 — 3{/}

1
X+4 _ 43

X =X

Pokud x je rlizné od nuly Ize délit, pokud je x = 0 rovnost plati!!!

x+4

11
xx+? — 1
Mdame dvé mozZnosti, jak ziskat z mocniny Cislo 1. Bud'je exponent roven 0

+Z =
X 3 =

11 . VI ey s o o . .
Tedy x = -5 to je regulérni feseni, nebot tfeti odmocnina je definovdna i pro zaporna disla.
Nebo je zaklad roven 1
x=1

Ovsem POZOR, zde je mozné pouzit jako zaklad i ¢islo -1. Lichd mocnina a odmocnina zaporného Cisla
je urcité definovana.

K—{ 1 101}
- 3J Y

11



Uloha 3
A jedno nestandardni feseni
32+ 552 =34

3¥24+5%2=9+25

x=4
K = {4}
Zaver

A obvykla otazka. K ¢emu je to dobré? K ¢emu mi to bude?

No, pokud nepljdete studovat dale na vysokou Skolu a matematika neni vas konicek, tak jste si
alespon pocvicili trochu mozek a mizZete po pisemkach asi vétsinu véci pustit z hlavy.

Jinak se s touto problematikou znovu setkate v zakladnim vysokoskolském kurzu matematiky a fyziky,
v teorii nekonec¢nych fad, v kurzu komplexni analyzy, dale pfi feSeni napf. diferencialnich a
integralnich rovnic, pfi studiu systému, v teorii katastrof a mnoha jinych oborech (napft. v genetice),
kde se bude automaticky predpokladat, Ze tuto problematiku ovladate. A pokud ne, musite si latku

stfedni Skoly zopakovat

Zdroje a odkazy

https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert W function

https://www.matweb.cz/exponencialni-rovnice/

https://skolaposkole.cz/matematika-ss/exponencialni-rovnice

https://www.priklady.com/cs/index.php/rovnice-a-nerovnice/exponencialni-rovnice-a-nerovnice
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