Kubickeé rovnice s celoCiselnym resenim
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Uvod do kubickych rovnic

Reseni rovnic patii k zaklad@im stiedos$kolské matematiky. Na zakladni $kole jste se
naucili, jak feSit linearni a kvadratické rovnice, na stfedni Skole se feSi rovnice vysSich
stupnd, reciproké rovnice, iracionalni rovnice, rovnice goniometrické, a i rovnice
binomické. Kubickym rovnicim neni vénovana zadna zvySena pozornost a lze fict, ze
vyklad tohoto typu rovnic je shrnut do maximalné dvaceti minut. Re$enfi kubickych rovnic
je také nedilnou soucasti pfi zkoumani grafu kubické funkce. Tento ¢lanek snad pom(ze
tém studentlim, ktefi se vice zajimaji o tuto problematiku.

Kubicka rovnice

Kubicka rovnice je algebraicka rovnice tfetiho stupné, jejiz obecny tvar je:
ax3+bx*+cx+d=0

kde a, b, cadjsourealna &isla, a #0.

Normovana celoCiselna rovnice pak ma tvar

x3+pxt+qx+r=0

Podle zakladni véty algebry plati
3+px?tgx+r=((x—k)(x—ky)(x—ks3)

kde ki jsou kofeny normované kubické rovnice a jsou stejné, jako u plivodni nenormované
rovnice.

Existuji dva zakladni postupy pro feseni kubickych rovnic. Harriotlv a Cardantv. Oba
algoritmy vedou ke stejnym vzorcim. Nebudu je zde uvadét, viz Wikipedie.

Stejné tak pro feseni konkrétni kubické rovnice lze vyuZzit fadu online prostiedk( a
matematickych programu napt. WolframAlfa, MathWorld, Geogebra atd.

Moznosti poctu feSeni plyne jiz z vySe uvedeného rozkladu na kofenovy soucin. Pro pocet
feSeni mame tedy tyto moznosti:

Tfi rdzné realné koreny (x—ky)(x—ky)(x — k3)
Jeden dvojnasobny realny kofen a dalsi realny kofen (x — k) (x — ky)?
Jeden redlny kofen a dva komplexné sdruzené koreny x—k)x—2)(x—2)
Jeden trojnasobny realny kofen (x —ky)3

Ponévadz normovanou kubickou rovnici lze transformacix =t — g prevést na

redukovanou kubickou rovnici (rovnice bez kvadratického &lenu) t3 + At + B = 0, lze pro
diskusi o poctu feseni pouzit analytickou geometrii, tedy ur¢ovani poc¢tu spole¢nych bod
kFivky tfeti mocniny a pfimky. Tady ndm pom0zZe zobrazenim graf( funkci f:y = x3 a

g:y = ax + b.ldedlnim programem pro tato znazornéni je Geogebra.



https://www.wikiwand.com/cs/articles/Kubick%C3%A1_rovnice

Diskriminant kubické rovnice je definovan jako D3 = a*(k; — k;)?(ky — k3)?(ky, — k3)?
coz pomoci Viétovych vzorcl lze pfepsat na D; = 18abcd — 4b3d + b%c? — 4ac® —
27a?d?

Pro normovany tvar x> + px? + qx + r = 0 mame
Dy = (ky — k)?(ky — k3)?(ky — k3)? = 18pqr — 4p°r + p*q* — 4q° — 2717

a mame-Lli normovany redukovany tvar (p = 0), pak
3 2 3 2
D, = —4q* — 27r? = —108 (L + =) = —108 [(g) +(3) ]

S realnymi koeficienty plati:

e Rovnice ma tfi rlizné realné koreny pro D > 0.
¢ Rovnice ma nasobny kofen (dvojny nebo trojny) ze tfi redlnych Cisel pro D = 0.
e Rovnice ma jeden realny a dva imaginarni sdruzené kofeny pro D < 0.

Rovnice bez kvadratického Clenu

Podivejme se tedy na moznosti feSeni rovnic bez kvadratického élenu x3 + Ax + B = 0.
Tento tvar rovnic se nazyva redukovany.

Vezméme tedy grafy funkci f a g a podivejme se na jejich vzajemnou polohu.

Grafem funkce g je pfimka, ktera protina osu y v bodé [0, b] a ma smérnici a.

Jeden realny koren

Pfimka g:y = ax + b je vodorovna s osou X,
smérnice a = 0, b # 0. Pro jeden prlsecik
s grafem funkce f:y = x3 mame binomickou

rovnici x3 = b, ta méa jedno realné Fedeni (a dvé
komplexné sdruzena reseni).

x3—ax—b=0aa=0 7ol

D, = —108 [(‘?“)3 + (‘7”)2] = -108 (‘7”)2 <0 /

Diskriminant je zaporny.




Dvojnasobny realny kofen

Pfimka g o nenulové smérnici se dotyka grafu funkce f J
vjednom bodg&, pokud je smérnice této pfimky
vintervalu a € (—, s) kde s je smérnice te¢ny ke grafu f
v néjakém bodé z, smérnici ur€ime jako prvni derivaci

funkce f:y = x3 vbodé z, tedy
s = (x%), = 322

Pak z je také x-ovéa soufadnice bodu dotyku tecny /
(pfimky g) a grafu f. L1

Takze plati
z3=sz+b=3z%z+b
b=-2z3

Tedy dotykovy bod mé x-ovou souradnici

3, b
z= [—=
2

a smeérnice pfimky g je

s=322=33\/@

Pokud je pfimka g te¢nou ke grafu f, mame pfipad jednoho dvojndasobného kofene a
jednoho jednoduchého kofene. Pak ma pfimka g analytické vyjadfeni

ktera ma dvojnasobny kofen z = 3[—% a jednoduchy kofen k.

Kofen k ziskdme pomoci Vietova vzorce pro absolutni ¢len, ktery je roven soucinu korend:

p=?[—b.2[y,
2 2




Rozklad na sougin je pak

x3—3@x—b=<x—i/j§>2 x—i/L

Pro diskriminant mame

(2’)2>
s o)

3 2

-+ (] o

a diskriminant je roven 0.

Ilustrace
x3=3x+2
2
x3-3x—2=(x="[-2) [x—-2=|=(x+1%(x-2)
VI
2
Kofeny: dvojnasobny x; = —1 a jednoduchy x, = 2

Tri rGzné reélné koreny

Ti rdzné realné kofeny ma rovnice tehdy, pokud pfimka g
protina graf f ve tfech bodech. To nastane v pfipadé, ze
smérnice pfimky gje vintervalu a € (s, +).

=5y

g:y=ax+b
x3=ax+b

Pro tento tvar rovnice mame diskriminant

Z nerovnosti a > 33\/@plyne (2)3 S (g)z
o= 0](G) + (3 |- () -

ProD > 0 marovnice tfi realné koreny.

2
>0

llustrace




(Poznamka: zde jsou kofeny zvoleny tak, Ze jejich soucet je 0, pak je kvadraticky ¢len
nulovy)

x+DEx+2)x—-3)=x?+3x+2)(x—-3)=x3-7x—-6

x3=7x+6
a\3 b\2 4a3-27b%  27-7-276 27
Dien = 108[(5) _(E) ]: w8~ 108 8”0
3 7 2
Hodnotas = 3 [(Z) = 6,9156..
2
V pfipadé, Ze pfimka prochazi po¢atkem, je absolutni élen b 3| /
nulovy a mame rovnici /1
x3 = ax 4’/ /

Pak mame evidentné vzdy tfi feSeni, pokud je koeficient a

kladny, pak jsou Fe$eni v realnych &islech. | /,'(_,/ '
x; =0,x,53 = +Va. / d /I .
V pfipadé zaporné smérnice 8 mame jedno realné a dvé
komplexné sdruzen4 feseni. ,/ :

/
x, = 0,x,3 = xiv/|al. K/

Diskriminant rovnice se pak zredukuje na

3
Dyn = 2—7 > 0 pro kladné a.

Kubicka rovnice a graf kubické funkce

Podivejme se nyni na grafy kubické funkce.

Kubicka rovnice v obecném tvaru je

ax3+bx>+cx+d=0

(zde jsou a,b,c,d realna cisla)

po vydéleni koeficientem a mame normovanou kubickou rovnici
B+pxt+qgx+r=0

Pokud budeme uvazovat funkci

fry=x3+px*+qx+r

pak jednotliva feSeni kubické rovnice v redlnych ¢islech odpovidaji prasecikiim grafu
funkce s osou x.

Pocet feSeni lze urcit na zdkladé diskriminantu kubické rovnice

D = 18abcd — 4b3d + b?*c? — 4ac® — 27a%d?
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a pro normovany tvar

D,, = 18pqr — 4p3r + p2q? — 4q® — 27r?

a pro normovany tvar bez kvadratického ¢lenu (p = 0)
Dyn = —4q3 — 2712

Podivejme se na jednotlivé moznosti.

Jeden trojnasobny realny kofen ‘ /

x3+px?+qx+r=(x—k)?=x>-3kx*+ /
3k*x — k3 ' :
Ovéfme si diskriminant kubické rovnice: : .

D = 18pqr — 4p3r + p?q* — 4q® — 27r* = 18- | -
kS — 4-27Kk® + 81kS — 4 - 27k6 — 27k6 = 0kS = | /

° [

Pro D =0 ma rovnice budjeden trojnasobny realny
kofen nebo jeden dvojnasobny a jeden /
jednoduchy realny kofen. I

Piiklad: (x —2)3 =x3 —6x%2+12x — 8
Graffce y = x3 je zde posunuty ve sméru osy x.
Rychla analyza (odhad, zda zadana rovnice je tohoto typu)

Rovnice ma vSechny Cleny, absolutni Clen je tfeti mocninou, koeficienty kvadratického a

linearniho ¢lenu jsou délitelné 3, koeficient u linearniho ¢lenu je kladné &islo. (Pak

oy . . 3 ., L
maZeme zkusit umocnit (x — 3/7)" a porovnat vysledek se zadanim.)

Funkce nema lokalni extrémy a ma jeden inflexni bod, ktery lezi na ose x a je souc¢asné
feSenim rovnice.

Po derivaci funkce f tedy dostaneme

fiy=(x—k)?=x3-3kx?+3k?x— k3

fry =3 —k)?
(x—k)Z=0

x, =k

Plati

floy=0
fk)=0
fk)y=0

Tedy xe je opravdu inflexni bod.




Dva realné kofeny, jeden z nich je nasobny

x3+px?tgx+r=(—k)(x—ky)?=(x—k)(x?—2kyx + k2)
= x3 - (kl + Zkz)xz + (Zklkz + k%)x - klk%
= x3 - (k]_ + Zkz)xz + (Zkl + kz)kzx - klk%

Piiklad: (x —2)(x — 3)? = x3 — 8x% + 21x — 18
Rychla analyza (odhad, zda zadana rovnice je tohoto typu)

Absolutni ¢len je délitelny druhou mocninou ¢isla a toto ¢islo déli koeficient u linearniho
¢lenu.

Rozklad na soucin
x3+px?tagx+r=(—k)(x—ky)?=(x—k)(x?—2kyx + k2)
kdep = —(ky + 2k;), q = 2k ky, + k2,7 = —k k2

a diskriminant

D = 18pqr — 4p3r + p?q* — 4q>® — 27r?
+ (k1 + 2k2)2(2k1k2 + k%)z - (Zklkz + k%)z - 27k%k4 = = 0

coz odmitam pocitat. Nulovost diskriminantu plyne pfimo z jeho definice.

Ilustrace
(x+2)(x—2)2=((x+2)(x>?—4x+4) =x3—2x2 —4x +8

Tedy jeden z extrémU je souc¢asné dvojnasobnym 12
kofenem.
Derivujeme a poloZzime rovno nule. 10
3x2+2px+q=0
B R e T .
Lz~ 6 - 3
Zde konkrétneé 6
2+V4+34 244 2
x1 2 = =—=--, 2
' 3 3 3
4
2
6 —4 42 0 2 4
-2




Specialni pfipady:
Rovnice nema kvadraticky ¢len 10
k1 + 2k2 == 0
(x—4)(x+2)?>=x3-12x—16
-10 10
410
20
—30

Tri r(izné reélné koreny

xX3+px?+gx+r=(x—k)(x—ky)(x—ks3) 2]
= x3 - (kl + k2 + k3)x2
+ (klkZ + k1k3 + k2k3)x - klkzkg

Derivaci polozime rovnu nule

3x2+2px+q=0 ' - N
—2p+/4p?-12q _ —p+/p?-3¢q
6 3

X1,2 =

a extrémy jsou nenulové a musi mit opacna
znameénka.

sgn(f(x) = —sgn(f (x2))
Jeden z kotfenU lezi mezi extrémy tj. x; < k; < x,
Piiklad: (x — D)(x —2)(x —=3) =x3—6x2+11x —6 =0

Pro f:y = x3 — 6x? + 11x — 6 mame extrémy v bodech

Xy, = EEB B 1 B2 144,257

Rychla analyza (odhad, zda zadana rovnice je tohoto typu)

Absolutni ¢len ma tfi rizné délitele a jejich soucet da koeficient u kvadratického ¢lenu (s
opacnym znaménkem).

Specialni pfipady:




Rovnice nema kvadraticky ¢len
kl + kz + k3 = 0
x-Dx-2)(x+3)=x3-7x+6=0

a extrémy
_vEa _ V7
M2 =T =

-4

Jeden realny kofen (druhé dva jsou komplexné sdruzené kofeny)
Btpxl+gx+r=Gx-kE*+tux+v)=x3+w—-k)x*+ (v —kux — kv
aplatiu? —4v <0

x=2)(x?2+x+1)=x3—x2—x-2

Pro extrémy funkce opét plati

—p+Jp?-3q

X =
1,2 3

a extrémy jsou nenulové a jejich hodnoty musi mit stejna
znaménka.

sgn(f(x1)) = sgn(f(xz))

Pro realny kofen musi platit

|k| > max(|x,], [x2])

llustrace
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Konkrétnéproy = x3 —x? —x — 2

1+V1+3 1+2 1
e
f(-3)=-1815..
fQ)=-3

12| >max(|—§|,|1|)=1

Pokud je p? — 3q = 0 nema funkce extrém a mé jeden inflexni bod x = — 5

Ilustrace

Konkrétné pro f:y = x3 —3x2 + 3x — 4

-5 0

1‘?‘

xr) = x

3

A
— " —x—2

P

11



Generovani kubickych rovnic s celoCiselnym resenim

Pro demonstracni pfiklady se obvykle voli tvar rovnic s celoCiselnymi koeficienty a

s celo¢iselnym feSenim kofenll. Pro demonstrace a zakladni procvi¢ovani feSeni
kubickych rovnic, extrémU kubickych funkci a konstrukce graf(i kubickych polynom je
vyhodné mit i celoc¢iselné hodnoty extrému.

Generovani uloh s celociselnymi koeficienty a celoCiselnymi kofeny je celkem
jednoduché.

Pro vygenerovani rovnice ax3 + bx? + cx + d = 0 zvolime celd &islaa, b, ¢, d, k; a
pronasobime

a(x —k)(x —ky)(x—k3) =ax® +bx?+cx+d

Pro poZzadovanou celociselnost stac¢i provadét demonstrace na normalizovaném vyrazu.
Pro normalizovany tvar kubické rovnice zvolime znaceni pro cela ¢isla p, q, r.
xX3+px?+gx+r=((x—k)(x—ky)(x—ks3)

Pokud tedy poZzadujeme i celoc¢iselné hodnoty extrémd, pak

musi byt celé &islo. TakZze p? — 3q musi byt druhd mocnina celého &isla a vyraz v &itateli
musi byt délitelny 3.

Priklady s trojnasobnym realnym kofenem se nehodi na procvi¢ovani extrémd, ale jsou
vhodné pro demonstraci inflexniho bodu.

Priklad: funkce f:y = x3 —3x2+3x — 1= (x — 1)(x — 1)(x — 1) méajen jeden inflexni
bod, ktery je sougasné i fesenim kubické rovnice x3 — 3x% + 3x — 1 = 0.

Podminky celoCiselného reseni

Necht vyraz 3x2 + 2px + q je derivacivyrazu x3 + px? + qx + 7.

Necht mame celocdiselné extrémy v bodech x; a x,, které spliuji rovnici

3x2+2px+q=3(x—x)(x—x,) =0
2p = —=3(x1 + x3)
q = 3x1X;

Rozklad kubického ¢tyf¢lenu na soucin nam dava
x3+px?+qgx+r=(x—k)(x—ky)(x—ks3)
p=—(ky +k; + k3)

q = kik, + kiks + kyks

r = —kikyks

Porovnanim dostaneme soustavu diofantickych rovnic

12



3(xy +x3) = 2(ky + ky + k3)

3x1%, = kiky + kiks + kyks

ki <x1 <k, <x, <k;

Generovani uloh s dvojnasobnym celoc¢iselnym kofenem

Specialni a také nejjednodussi pfipad je pro dvojnasobny kofen kde se kfivka grafu musi
dotykat osy x a sou¢asné ma v dotykovém bodu extrém.

Zde si jako parametry zvolime extrém x; a jeden kofen k;.
Prok, = ks = x,

3(xy + x3) = 2(ky + 2k3)

3x1x, = 2k.k, + kyk,

3(xy + ky) = 2(ky + 2k,)

3x1ky = 2kqky + kyk,

ztohoprok, # 0

3x1 = 2k1 + k2
_ 2kq+k,
1=

Zvolme tedy kofen k; aextrém x; , pakk, = k3 = x, = 3x; — 2k,
Spo&teme koeficienty p, g, rvrovnicix® + px2 + gx +r =0.

p = —(ky + 2k3)

q = 2k k, + k3

r = —k k3

Rovnice pak ma tvar

x3+px?+qgx+r=x3— (kg + 2ky)x? + 2k ky + k3)x — kk3 =0

13



Ilustrace
Zvolme k; = —2ax; = —1,pakk, =x, =3(—1) — 4
2(-2)=1
vypocéteme
p=—C+2k)=—(-2+2-1)=0 Z
q =2kiky +kyk; =—4+1=-3
r=—kik,k, =2 5 0 5
Dostaneme rovnici
x3—=3x+2=0 )
Graf pfislusné funkce
y=x>—3x+2 4
flz) = 4° -3+ 2

Generovani uloh s jednim celociselnym kofenem

Pokud ma rovnice jeden realny kofen, ma druhé dva kofeny komplexni a komplexné
sdruzené.

B+pxl+gx+r=@x—-k)x—-2)(x-2)
x3+px?+gx+r=(x—k)x*+ux+v)
u=—(z+72)

vV =2zZ

p=—(ki+z+2)=—(ky—u) =u—k
q=ki(z+2)+zz=-kju+v

r=kizzZ =—kv

Funkci na levé strané derivujeme

[xX3+px?+qgx+7] =[x —k)E*+ux+v)] =@ +ux+v)+ (x—k)R2x+u) =
3x2+2(u—k)x+ (v —kju) =3x% + 2px + q = 3(x — x;)(x — x,) = 3x? —
3(x1 + x3) + 3x1x,

k, je kofen a x; a x, jsou body extrém( a plati
ki <x; <x,

a porovname vyrazy

2p =2 —ky) = =3(x; + x3)

q = 3x1x;

14



a ponévadz k; je kofen
r=—(ki + pkf + qky)

Pro generovani normalizované rovnice s celoCiselnymi koeficienty s celoCiselnym
kofenem a celocCiselnymi extrémy zvolime jako vychozi parametry celoCiselné hodnoty
pro kofen k; a body extrém( x, a x, tak, Ze jejich soucet je sudy, pak plati

X1+Xxo
2

p=-3
q = 3x1X;
r = —(ki + pkf + qk,)

x3+px?+qgx+r=(x—k)x*+ux+v)

kde
u=p+k
v=q+kiu
Ilustrace
k, =-1 fiy=x-6x+9x+16 T 5
X, = 1 A Prusecik(f, OsaX) /
= (-1, 0) 25 (
x2 = 3 /
N~ Extrem(f) : i }
p:_3T:_3'1:_6 = B = (1, 20) "(;;’\i\ ‘{'
q=3x1x,=3-3=9 C =(3.16) : & L
r=—(k3 +pki+qky) = ‘ D = Prusecik(f. OsaY) |
~[~1+(=6)- (-1)* + 9+ (-1)] = = 010 {
16 + |
fiy=x3—6x*+9x + 16 f
MozZnost s inflexnim bodem l
I

Zde dostavame posunuty graf funkce
y = x3 tak, Ze graf funkce protind osu x v celogiselném bodé k1.

Tedy plati pro inflexni bod

x1 = x2
p=—-3x
q = 3x{

r=—ki—pk?—qk,

viz. ilustrace 3
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llustrace 1
Xy =2ax,=4ak;, =-1

2+4

p=—37——9

q=3-2-4=124
r=—k}—pki—qk;=1+9+24=234
u=p+k =-9-1=-10
v=ku+3xx,=-1-(-10)+3-2-4 =34

x3 —9x% + 24x + 34 = (x + 1)(x? — 10x + 34)

llustrace 2

x,=0ax, =4ak; =-3
4

p——SE——6

q=3-0-4=0

r=—k3—pk?—qk, =27+54+0=81
v=k1u+3xlx2=_3(_9)+304'=27

x3—6x?+81=(x+3)(x%?—-9x +27)

Ilustrace 3

x, =4ax, =4ak;, =-3

p=-3-4=-12

q=3-4? =48

r = —(k3 + pk? + qk,) = 27 + 108 + 144 = 279
u=p+k=-12-3=-15
v=ku+3xx,=-3-(-15)+3-4-4=93

x3 —12x% + 48x + 279 = (x + 3)(x? — 15x + 93)

10

10
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Tri celoCiselné realné koreny a celoCiselné extrémy

B+pxlt+gx+r=(@x—k)(x—ky)(x—k3)=0
fry=x3+px*+qx+r
Pro extrémy

fry=3x2+2px+q=3(x—x)(x—x,) =0
2p = =3(x; + x,)
q = 3x1X;

Rozklad na soucin nam dava
x3+px?+qx+r=(x—k)x—ky)(x—k3)
p=—(ky +k; + k3)

q = kiky + kiks + ko ks

r =—kikyks

Soustava diofantickych rovnic

3(xy +x3) = 2(ky + ky + k3)

3x1x, = kik, + kiks + k ks

ki <xqy <k, <xy,<ks

ZjednoduSime feSeni problému, pokud zvolime za jeden kofen 0.
k,=0

Pak pro extrémy bude platit vztah

3x2 4+ 2px; +q =0

3Xf - 2(k1 + k3)x1 + k1k3 =0

2 2
. —Pi /pz_gq _ 2(k1+k3)i\/§ _ (k1+k3)i kl—k1k3+k3

X4, ==
1.2 3 6 3

4(ki — kyks + k3)

Podminka pro celo&iselnost x — diskriminant musi byt druhou mocninou celého &isla
p? —3q = ki — kyks + k3 = (ky — k3)? + kyky = D?

Pro zvolené kofeny tedy mame diofantickou rovnici

k? — k ks + k2 = D?

Resit tuto rovnici lze napf. pfes Einsensteinova &isla.

k, = m? —n?

17



k; = 2mn — n?
VD =m? —mn + n?
Ovéreni

D = |lky + kswl|| = k? — kiks + k2 = (m? —n?)? — (m? — n?)(2mn — n?) + 2mn — n?)?
=m* —2m?n? + n* = 2m3n 4+ 2mn3® + m?n? — n* + 4m?n? — 4mn3 + n*
=m* 4+ 3m?n? + n* — 2m3n — 2mn?

D = (m? —mn +n?? = (m? —mn)? + 2(m? — mn)n? + n*
=m* —-2m3n + 3m?n? — 2mn3 + n*

Pozadujeme celociselné extrémy, musime tedy pfidat jeSté dalSi podminku.
ki + k3 = m? —2n% + 2mn

VD = m? — mn + n?

_ 2(ky+k3)+VD _ m?-2n?+2mnt(m?-mn+n?)
L= =
6 3

2m?-n?+mn _ (2m-n)(m+n)
3 - 3

X1 =

—3n%+3mn 2
X =————=mn-—n

Staci tedy pozadovat, aby soucet Cisel m a n byl délitelny 3.

Pozn. Soucet m + n délitelny 3 pravé kdyZz je rozdil 2m — n délitelny 3.

Diskuse parametrd m, n

Pro parametry m=n dostaneme dvojnasobny realny kofen 0 (s jednim extrémem v 0)

ky=m?-n?=0

ks = 2mn — n? = n?

VD = m? —mn +n? = n?

2m-n)(m+n) 3n

= == n

3 3
x,=mn—n?=0

Priklad

x3-9x2=0

-100 {

-120

18



Pro parametry m = 2n dostaneme dvojnasobny kofen nebot

k, = m? —n? = 4n? — n? = 3n?

ks =2mn—n?=2-2n-n—n? = 3n?

VD = 4n? — 2n-n + n? = 3n?

_ @m-n)(m+n) _ 3n3n

= 3n?
1 3 3

X, =mn—n?=2n-n—n?=n?

Pokud m a n jsou soudélna &isla se spolecnym délitelem r, pak

k, =m? —n? =7r2(s? - t?)
ky; = 2mn —n? = r2(2st — t?)
VD = m? —mn + n? = r2(s? — st + t?)

_ (@2m-n)(m+n) _ r?(2s—t)(s+t)
1= 3 - 3

x, = mn —n? =r?(st — t?)

Ponévadz soucet m + n ma byt délitelny 3, lze zapsat, Ze m = 3u — n, kde u je libovolné
celé Cislo. Pak zvolime jako vychozi parametry cela ¢isla n a u (pro koren k,=0) a
vygenerujeme kofeny k; a k5 a také extrémy —body x; a x,.

Vyjadiime m = 3u — n a dosadime do predeslych vztah(.
k, = Bu—mn)? —n? = 9u? — 6un = 3u(3u — 2n)
k; = 2(3u —n)n —n? = 6un — 3n? = 3n(2u — n)

VD = (3u —n)? — (3u — n)n + n? = 9u? — 9un + 3n? = 3(3u? — 3un + n?)

_ @m-n)(m+n) _ (6u—3n)3u
1= 3 - 3

=9u(2u —n)

x, =mn—n?=3un—n? =nBu—n)

19



Ilustrace 1 %

m=3,n=2
30
Zde neni splnéna podminka, Ze soudet je délitelny 3,

tak jeden z extrémU bude racionalni.
20

k, =m?—-n?=5

ks =2mn—n?=38

VD=m?-mn+n?=7

p=—(ky+k3)=-13

-10 0 10 20 30

q-= k1k3 =40
-1 ; 3 - » ;
—p+/p?-3q _ 1347 20 | F r" =13z + 40 2
xl'z = 3 = 3 = 2’?

Illustrace 2
m=5, n=4 2000
k,=m?-n?=9

1000

ks = 2mn —n? = 24

VD =m? —mn +n? =21

30
p = —(ky +k3) =33

q = k1k3 = 216

x3—-33x2+216x=0
000

X, = 2m-n)(m+n) _ 69 _ 18
3

-3000

x,=mn—-n?=20-16=14

Vysledny vztah mlzeme upravit tak, Ze graf funkce posuneme o libovolné celé Cislo ve
smeéru osy x. Toto Cislo nam soucasneé slouZi jako kofen k2.

Kdyz rovnici x3 — 33x2 + 216x = 0 posuneme o 1 doprava, dostaneme po Upravé

(x—1)3-33(x—1)?+216(x—1) =x3—3x?> +3x —1—33x% + 66x — 33 + 216x —
216 = x3 — 36x2% + 285x — 250

arovnici

x3 —36x%2+285x—250=0

20



fry=x"—36x"+285x—"4% o ygng

s kofeny
Priusecik(f, OsaX)
k1 = 10 o
= A-{LD)
k2 =1 E = (10, -0 000000000000~ R g
/‘/ ‘._.\
= F = (25. -0.000000000000% ‘e
ks =25 (25 00 R
A Extrem(f) § "_\ //
a extrémy ol /
= B = {5, 400) / /
19 ‘ B T4
xl - C - (19, -972) “'/““ o
|!
xz = 5 D = Prusecik{f, OsaY¥) }/mm
J

(D, -250) {

Generovani kubickych rovnic s celoCiselnym feSenim obecné

Zvolme tedy pevné kofen k; a cela Cisla u a n. Vygenerujeme rovnici s celoCiselnymi
kofeny a celoCiselnymi extrémy.

nu,d€’Z
m=3u—n

ky =m?—-n?+d
k,=d

ks =2mn—n?+d
a s kofenem k,

p = —(ky +kz + k3)
r = kik, ks

(2m-n)(m+n)
X, = mn3mn

+d
x,=mn—n?+d
z pavodniho po a go

(x = d)® +po(x —d)* + qo (x — d)
= x3 —3dx? + 3d%x — d3 + pox? — 2pydx + d?py + qox — qod
= x3 + (po — 3d)x? + (3d? — 2pod + qo)x + (pod? — qod — d®)

mame nové
p=po—3d
q = 3d2 - Zpod + QO
r =pod? — qod — d3

Takze p, q, r vyjadfime pomoci m, n, d a mame rovnici
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x3+px*+qx+r=0

p = —(m? — 2n* + 2mn + 3d)

q = 3d? — 2d(m?* — 2n? + 2mn) + (m? — n?)(2mn — n?)
r=d(m?—-n?+d)2mn—n?+d)

s extrémy

_ (@m-n)(m+n)

6n=——t d

X, =mn—n?+d

llustrace pro nulovy koren

Pro jeden nulovy kofen je vyhodnéjsi generovat rovnici pomoci parametrli m a n.

[lustrace 1

m=4, n=5, k=0

k, =m?—-n?=-9

1000

ks =2mn—n? =15
VD =m?—mn+n?=21

p=—(ki+k3)=—-6

-15 -1

q = k1k3 = _135

x3—6x2—-135x=0

2m—-n)(m+n) 39
| = =—= 9
3 3

X, =mn—n?=20-25=-5 , ~1500

[lustrace 2

m=5, n=1, k=0

1000
k, =m?—n? =24

ky=2mn-n?=9

VD =m? —mn+n? =21 210 0

p=—(k; +k3) =-33

q = kiks = 216 -fooo

x3—-33x2+216x=0

x :M:E:Lg 2000
1 3 3

x,=mn—-n?=5-1=4
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[lustrace 3

m=10’ n=11 ’ k2=0 Pruseck(f, OsaX)

k1 - m2 _ n2 =21 = A« (-21,0) L0000
E-(00) :

ks = 2mn —n? = 99 9.
F = (06 0) : L

VD =m? —mn +n% =111 ——

p — _(kl + k3) — _78 = B = (-11, 12100) ‘xw.{
C = (63, -190512) :

q = kik; = —2079 _ } ‘ |

L = Pruseck(f. OsaY) $ 10008 11 |
x3 —78x* -2079x =0 - (0,0 { 1

_ . 150004 | {1
X, = 2m—-n)(m+n) _ 921 — 63 1 ’
1 3 3

X, =mn—n?=110-121=-11
llustrace 4

m=11, n=-2, k,=0

k, =m?—n? =117

ks = 2mn —n? = —48

VD = m? — mn + n? = 147

p =—(ky + k3) = —69

q = kiks = —5616

x3 — 69x% —5616x = 0

_ @m-n)(m+n) _ 924

=y =3 =72

X,=mn—n?=-22—-4=-26

Generator - shrnuti

Na zavér provedeme generovani normalizované kubické rovnice pro parametry u,nad,
kde se jedna o libovolna cela ¢isla.

x}+px?+qgx+r=0
ky =3u(Bu—2n)+d
k,=d

ks =3nRQu—n)+d
x; =9%UQRu-—n)+d

x, =n(3u—n)+d

pak
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p=—(ky +ky + k3)
q = k1k2 + k1k3 + k2k3
r = _k1k2k3

Vztahy jsou jednoduché, takZze je mozné koeficienty p, q, r generovat pomoci tabulkového
kalkulatoru nebo interaktivné pomoci programku v JS ¢i Pythonu.

Vybér uloh
Najit rovnice s celocCiselnymi feSenimi s co nejmensimi hodnotami p, g, r pak vyZzaduje
trochu experimentovani. Zirejmeé takovych uloh nebude zas tak mnoho.

Shrnuti pfedeSlych uloh a nékteré dalsi.

Rovnice Kofeny Extrémy

o] q r k1 k2 k3 x1 X2

-6 12 -8 2 2 2 -- --

0 -3 2 -2 1 1 -1 1

-9 24 34 -1 -- -- 2 4

-6 0 81 -3 -- -- 0 4
-12 48 279 -3 -- -- 4 4

-9 0 0 9 0 0 0 6
-33 216 0 9 0 24 4 18
-36 258 -250 10 1 25 5 19
-78 -2079 0 -21 0 99 -11 63

Atabulkais generatory

u n d m k1 k2 k3 x1 x2 p q r
1 0 0 3 9 0 0 18 0 -9 0 0
1 2 -1 1 -4 -1 -1 -1 6 9 4
1 1 2 4 1 4 10 3 -9 24 -16
-1 1 -4 16 1 -8 28 -3 -9 -120 128
1 2 -2 1 1 3 0 -3 2
1 -1 -1 4 14 -1 -10 26 -5 -3 -144 | -140
Zaver

Kubickeé rovnice s celoCiselnymi koeficienty jsou v zakladnim kurzu matematiky pomeérné
Casté, ale rychle odvodit takovou rovnici tak, aby vychazela i celoc¢iselnéa resSeni extrému
(nejen kofen() neni trivialni. Stejné tak pfi vykladu této latky (feSeni kubickych rovnic,
diskuse feSeni) neni z ¢asovych divodt se do hloubky zabyvat rozbory feSeni a odvozovat
vysledné vztahy a vzorce. Nu a pokud si chcete vrozumném Case otestovat zakladni
znalosti pfi feSeni kubickych rovnic a pfipadné i konstrukce grafu polynomu tfetiho
stupné, je zbytecné provadeét slozité priblizné vypocty kofenll, maxim a minim v realnych
¢islech. Takze vyuzijete ty nejjednodussi kubické funkce.
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