Goniometricke funkce

Pavel Hruby 2026

Predmluva

Taxem si fekl, ze by nebylo na Skodu projit si oblast goniometrie a do jednoho celku co
nejstru¢néji shrnout poznatky o goniometrickych funkcich. Ackoliv se goniometrické
funkce v matematice zavadéji jiz v uCivu zakladni Skoly, stava se z nich na stfedni Skole
strasak a na vysoké Skole bolehlav.

Nevéfil jsem vlastnim o&im, kolik bakalarskych, ba diplomovych praci s podobnym nebo
dokonce stejnym nameétem existuje. Jsou samoziejmeé psany rigordézneé s patficnymi
formulacemi, vétami, dlkazy a odkazy na literaturu, které jsou peclivé pfepsany z jinych
publikaci a ué¢ebnic. Za vSechny uvedené publikace chci jen zminit odkazy na u¢ebnice
ZS (rGiznych autor(), prehledy stfedo$kolské matematiky (téZ od rGiznych autord),
publikace profesor( Jarnika a Rektoryse, Bartschovu sbirku vzorcd, ...

Tato publikace ma v kostce pfipomenout problematiku goniometrie a co nejstruénéji a
vesmeés bez dikazll objasnit zakladni pojmy a vztahy mezi goniometrickymi funkcemi a
navaznosti, které z nich vyplyvaji.
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Uvod

Historie a vyvoj goniometrickych (neboli trigonometrickych) funkci je fascinujici cesta,
ktera trvala tisice let a byla motivovana predevsim potfebami astronomie, navigace a
geodézie. Pogatky najdeme jiz v antice (Recko). Za "otce" trigonometrie jsou ¢asto
povazovani fecti astronomové Hipparchos (asi 190-120 pf. n. L.) a pozdéji Klaudios
Ptolemaios (asi 85-165 n. L.). Zabyvali se studiem nebeskych téles a pro své vypocty
potfebovali vztahy mezi Uhly a délkami stran v trojuhelnicich, ¢asto vepsanych do kruhu.
O dalSi rozvoj se postarali u¢enci v Indii a Arabii. Kolem 5. stoleti n. L. indi¢ti matematici,
jako napfiklad Arjabhata, rozvinuli koncept, ktery se blizil moderni funkci sinus
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(nazyvany aradha-dzja, polotétiva). Sestavili prvni znamé tabulky sin(, které byly

a dale rozvinuli indické poznatky. Zavedli a pouzivali i ostatni funkce jako kosinus,
tangens a kotangens. Prispéli k velkému zpfesnéni vypoc¢tll a metod a jejich prace se
staly mostem mezi starovékymi a evropskymi znalostmi. Arabské texty byly pfelozeny do
latiny a trigonometrie se postupné dostala do Evropy. Teprve v 16. a 17. stoleti, diky
matematiklim jako Georg Joachim Rheticus a pozdéji Isaac Newton a Gottfried Wilhelm
Leibniz, ziskaly goniometrické funkce své dnesni analytické pojeti a byly definovany jako
funkce realné proménné. Svycarsky matematik Leonhard Euler (18. stoleti) hral kli¢ovou
roli v konsolidaci a standardizaci goniometrickych funkci v zavedeni zkratek sin, cos, tg a
jejich definovani pomoci jednotkové kruznice a nekoneénych fad, coz umoznilo jejich
Siroké vyuZziti v analytické matematice a fyzice. Samotny termin "goniometrické funkce"
(z feckého gonia - uhel a metron - mira, tedy funkce méfici uhly) prosadil na pocatku 20.
stoleti vyznamny matematik a didaktik Felix Klein.

Goniometrické funkce se tak vyvinuly z praktickych astronomickych vypoctd ve
starovéku az po zakladni stavebni kameny moderni matematiky a inzenyrstvi, které
nachézeji uplatnéni v mnoha oborech, od navigace po zpracovani signala.

Podivejme se na né blize.

Zakladni skola - 9. trida

Poté, co se Zaci zakladni Skoly v matematice seznamili s pojmem funkce a vlastnostmi
podobnych trojuhelnikl, doslo i na goniometrické funkce. Goniometrické funkce jsou
zde definovany jako pomeéry stran v pravouhlém trojuhelniku. Evidentné se bude jednat o
funkce Uhl pouze od 0° do 90°.

Definice goniometrickych funkci na ZS.

Zvolime standardni znaceni pravouhlého trojuhelnika a pak definujeme

C ;
a ... odvésna protilehla Ghlu a

a prilehla uhlu B8
b a b ... odvésna protilehla thlu g8
a prilehla uhlu a
... pfepona

. a b a
siha = — cosa = — tga = —
c c 8 b

., b i _a " b
sm[i’-c Losﬂ—c gp_.a

Dodefinujeme sin0’ = 0 a cos 0° = 1 (pro tihel 0° se nejedn4 o trojuhelnik).




Goniometrické vzorce ZS

Na zakladé téchto definic je mozné zapsat i dalsi vztahy mezi goniometrickymi
funkcemi.

Stézejni vztah, ktery lze jednoduse odvodit je

(sina)? + (cosa)? = (%)2 + (B>2 =—==1

c

a pfimo z definice

sina = cos f = cos(90° — a)

ataké
sina
tea =
& cosa
cosa
cota = —
sina

DalSimi vztahy jsou souctové vzorce, kde a a § jsou dva libovolné uhly, které jsou
v souétu mensinez 90°.

Pro odvozeni vztah(l pouzijeme nasledujici nacrtek

CD CG+GD CG+BE _CB-cosa+AB-sina

sin(@+ ) = z2=—¢4 CA CA
_CB + o N .
=7 cosa 7 sina = sinf cosa + cosf - sina
atedy
sin(a + B) = sina cos B + cos a sin 8
obdobné

cos(a + f) = cosacosf —sinasinf




Odvozeni téchto vztahl s komentarem pro pravouhlé trojuhelniky nalezneme napf. na
Khan Academy https://cs.khanacademy.org/math/trigonometry/trig-equations-and-
identities/intro-to-trig-angle-addition-identities/v/proof-angle-addition-sine

Na zakladé vysSe uvedenych vztah(, lze odvodit fadu dalSich vztah( mezi
goniometrickymi funkcemi rlznych uhld napf.

sin(2a) = sin(a + a) = sinacosa + cosa sina = 2sina cosa

apod.
Vice vztah( je odvozeno pozdéji na SS.
Tabulka zakladnich hodnot goniometrickych funkci.
Dale nam tyto definice umoznuiji zjistit funkéni hodnoty vybranych Ghla.
Nejjednodussi je uréeni hodnot pro 45°, kdy se @ = B = 45°. Pak méme z definice

. . a b
sina =sinff =cosa = - = pak

(sin45°)% + (cos 45°)? = (sin45°)? + (sin45°)% = 2(sin45°)? = 1

. 1
(sin45")? = >
a zlomek% = %je kladny, tak
st o L V2
sin =—=—
V22

Pro Ghly 30° a 60° vyuZijeme vlastnosti rovnostranného trojuhelnika. Strany trojuhelnika
jsou stejné dlouhé a thel pfi vrcholech je 60°. Viy$ka v pali Ghel pfi vrcholu C a je kolmé
na protéjsi stranu.

“”
@ @ .‘\
, (b [3b?
sin60’ = — = b _(7) - TZE
b b b 2
pak mame ihned cos 30° = \/2—5
2 1
a také sin 30" = cos 60° =% =



https://cs.khanacademy.org/math/trigonometry/trig-equations-and-identities/intro-to-trig-angle-addition-identities/v/proof-angle-addition-sine
https://cs.khanacademy.org/math/trigonometry/trig-equations-and-identities/intro-to-trig-angle-addition-identities/v/proof-angle-addition-sine

p o sina
Hodnoty funkci tangens a kotangens dostaneme ze vztahu tana = p— cota = p—

TakZe mame tabulku hodnot vybranych uhll funkci sinus, kosinus, tangens a kotangens.

a 0° 30° 45° 60° 90°
sin a 0 1 V2 V3 1
2 2 2
cosa ] V3 \2 1 0
2 2 2
Ba 0 V3 1 V3
3
cota . 3 1 E 0
3

Poznamka: tangens pravého uhlu a kotangens nuly neni definovan.

Stredni Skola

Na zakladni Skole sice bylo zminéno, ze sinus a kosinus jsou funkce, ale jen pro hodnoty
Uhl{l ve stupnich, a to jen omezené od 0° do 90°. Ov§em ,stupefi® neni realné &islo.
Funkce v realnych &islech definujeme na zakladé proménné, ktera je realnym Cislem.
Tedy chceme mit funkci S:y = sinx a C:y = cos x, kde x je realné Cislo, urcCit jeji
defini¢ni obor, obor hodnot jeji graf a dalSi vlastnosti.

Proto misto stupné pouzijeme jiny systém méreni velikosti uhlu. Zavedeme miru uhlu,
kterou nazveme mirou obloukovou.

Orientovany uhel a radiany

Zavedeni realné proménné v goniometrickych funkcich vyzaduje seznameni se
s obloukovou mirou.

Vznik obloukoveé miry je pfipisovan matematiku Rogeru Coteovi, ac jeji obdobu pouzival
uz arabsky matematik Al-K4&si. Jedna se o délku oblouku, méfeného na kruznici od
jistého pevného bodu proti sméru pohybu hodinovych ruci¢ek, tedy levotocivé. Pokud
ma kruznice polomeérr, a délka oblouku je s, pak velikost uhlu ¢ v obloukové mife je

, v S
dédna pomérem ¢ = ~

V pfipadé, ze polomér kruznice je jednotka, pak délka oblouku s je pfimo rovna velikosti
Uhlu. Za jednotku obloukové miry byl zvolen radian (zkratka rad), coz je Uhel, jehoz délka
oblouku je rovna polomeéru kruznice.




a=1rad

Pak plati, ze velikost plného thlu (360°) je roven 2m rad. Pouhou trojélenkou tak mame
prevod velikosti Ghl& od 0°do 360°na radiany a naopak.

<]

d=—2_.2
ara —3600 T

. arad .
a = - 360
2T

Tedy mame, Ze 1 radian ve stupnichje a’ = % ~ 57,2958°

Tabulka pro zakladni uhly pak vypada takto

stupnd | O° | 30° | 45 | 60° | 90° | 180° | 270" | 360°
did 0 T T s T 3 )
radian — — = — i

y 6 4 3 2 TS "

a pro nékteré vybrané dalsi uhly

stupné | 120° 135° 150° 210° 225° | 240° | 300° | 315° | 330°
21 3T 5w 7T 5 41 5w 7 | 11w

3 4 3 6 4 3 3 4 6

radiany

A co uhly vétSinez 2m ?

Prevodni vztahy mezi radidny a stupni uvedené vySe miazeme pouzit pro libovolna realna
¢isla a libovolné velikosti uhld. TakZze ihel mize mit velikost tfeba 1000 rad. Pouziti?
Treba ve fyzice pfi zkoumani pohybu po kruznici, kde Uhlova draha mUze byt libovolné
realné Cislo.

Jednotkova kruznice

Jisté jste se na stfedni Skole seznamili s jednotkovou kruznici a definici goniometrickych
funkci jakozto zavislosti délky poloviny tétivy na velikosti orientovaného uhlu. Takto
vznikly i goniometrické funkce v antice, kde misto jednotkové kruznice byla pouzivana
kruznice o poloméru Sedesat.




Definice sin a cos

Definici funkci sin a cos v pravouhlém trojuhelniku nyni rozsifime tak, Ze pravouhly

trojuhelnik umistime do kruZnice o poloméru 1. Uhel alfa bude nyni Ghel < ASB a bude

orientovany. Polopfimku SA prohlasime za konstantni a polopfimku SB za proménnou
v zavislosti na Uhlu alfa. Soufadnice bodu B na kruznici pak definujeme jako

[cos a, sin a]. Tedy x-ova soutadnice bodu B je cos a, y-ova soufadnice bodu B je sin a.

V nacrtku jsou fimskymi &islicemi oznaceny ¢asti roviny nazyvané kvadranty. Podle

definice pak sin a cos mohou nabyvat v jednotlivych kvadrantech kladnych nebo

zapornych hodnot.

kvadrant I 1. 1. V.
sin + + - -
cos - - +

Hodnoty funkci sinus a kosinus v kvadrantech

Na zakladé definice pomoci jednotkové kruznice lze pfepocitavat hodnoty funkci sin a

cos tak, abychom mohli vyuzit pouze znalost hodnot téchto funkci xy v prvnim

kvadrantu. Tyto hodnoty pro nékteré uhly jsme si odvodili v ¢asti o pravouhlém

trojuhelniku. Takze bude platit pfepocet

kvadrant l. I. Il. V.
sin + + - -
cos + - i +
tg + - + -
Xo Xog =T —X Xg =X—T Xg = 2T — X
Xo xo=180"—x | xo=x— 180" | x, =360" —x
Priklad

l:lhel%r = 225’ je ze tfetiho kvadrantu, sin je zde zaporny




. 5w . 51 . T
SIn— = —Sll’l(——ﬂ) =—SIn-=——
4 4 4

nebo ve stupnich

sin 225° = —sin(225° — 180°) = —sin 45" = _g

Souctové vzorce

I vjednotkové kruznici plati souctoveé vzorce, které lze odvodit podobné jako na zakladni
Skole.

sin(a + B) = sina cos § + cos a sin 8

sin(a — B) = sina cos B — cos a sin 8

cos(a + f) = cosacosf —sinasinf

cos(a — f) = cosacosf + sinasinf
Suda, licha funkce

Z definice vyplyva, Ze funkce sin je licha funkce, plati sin(—x) = — sinx , funkce cos je
suda funkce cos(—x) = cos x.

sin(x) = sin(0 — (—x)) = sin 0 cos(—x) — cos 0 sin(—x) = — sin(—x)
cos(—x) = cos(0 —x) = cos0cosx —sin0sinx = cosx

Dale je nutné si vS§imnout, Ze jedné zadané hodnoté funkce sin nebo cos budou
odpovidat dva uhly v riznych kvadrantech, napf. pro sina = %rovnici vyhovuji uhly a =
30" ataké a = 150°. Tento poznatek zohlednime déle pfi fe$eni elementérnich

goniometrickych rovnic.

Dale se dohodnéme, Ze uhly zadavané ve stupnich budeme oznacovat feckymi pismeny
a uhly v radianech jako realné proménné (napf. x).

A jesté prehledné.

v
‘
et T1-01 |
1 3 1(0,1) 1.3
2'2 — 32
- ~
2 2 2 ~N 2.2
A -2 200 AN 2 1a
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\ 130 /
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I AN . : s A3 a
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el 2T7-C
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Periodicka funkce

Ponévadz jsou funkce sin a cos definovany jako y a x soufadnice bodu na jednotkové
kruznici plati, Ze po jedné otoCce po kruznici (tedy po pfi¢teni k Uhlu x uhlu 2m)
dostaneme pro funkce sin a cos tytéz hodnoty. Tedy plati

sin(x + 2m) = sinx

cos(x + 2m) = cosx

Navic otocku mlzeme provést kolikrat chceme v kladném i zadporném sméru, tedy plati
sin(x + 2mk) = sinx

cos(x + 2mk) = cosx

kde k je libovolné celé Cislo.

Funkce, pro kterou plati f(x + k - P) = f(x), kde P je pevné zvolené co nejmensi realné
¢islo a k je libovolné celé ¢Cislo, nazyvame periodickou funkci. Tedy funkce sin a cos jsou
periodické s nejmensi periodou 2.

;. .r P . . v Tl'
Grafy funkci sin a cos maji stejny tvar a jsou proti sobé posunuty na ose x o >
T [ . . [ .
cos (x - E) = COS X COS (— E) — sin xsin (— E) =sinx

. T . b4 . T
sm(x+E)=smxcosE+cosxsmE = COosX

y = COS X y =sin X

Funkce tangens (a také kotangens) maiji periodu 7.
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Vzorce

VSechny goniometrické vzorce lze odvodit z téchto zakladnich identit (Vojacek, 2017).
sin(a + ) = sina cos B + cos a sin 8
cos(a + ) = cosacosf —sinasinf
(sina)? + (cosa)? =1
. V3
cos x = sin (E - x)

cos x = cos(—x)

sinx = —sin(—x)
sinx
tgx =
g COoSXx
CosXx
cotgx = =
sinx

Zde vSechny vzorce odvozovat ani vypisovat nebudu. Najdeme je na internetu nebo v
(Bartch, 1971)

Rovnice

Elementarni rovnice
Elementarnimi rovnicemi jsou rovnice
sinx =4

cosx =A

kde A je realné Cislo z intervalu (—1, 1).

Rovnice vyifesime pro |A| nejdfive pro neznamou x v intervalu (0, g) (tabulky, kalkulacka),

feSeni oznacime x,.

Pak podle znaménka A urcime, ve kterych kvadrantech lezi feSeni a zapiSeme konec¢né
feseni.
Priklad
. 1
sinx = —-
2
X = V3
07 6
funkce sinus je zaporna ve lll. a IV. kvadrantu, tedy

x1=(n+§)+2kn

X, = (Zn —g) + 2km

11



Pro rovnici

tanx = A

uréime x, a feSenije jen jedno a periodou 7.

Priklad

tanx = —1

Xn = V3
07 4

funkce tangens je zaporna ve Il. a IV. kvadrantu.

x=(n—§)+kn

Trigonometrie

Velmi Casté je pouziti goniometrickych funkci pfi feSeni uloh z trigonometrie. Zakladem

je vypocet hodnot prvkd v obecném trojuhelniku. Zde se zminim alespon o dvou

Sinova véta

a b c

sina  sinf - siny
Kde r je polomér opsané kruznice.
Kosinova véta
c? = a? + b?> — 2abcosy
a? = b? + c¢? — 2bccosa

b? = ¢? + a? — 2accosf

Rozsifujici ugivo SS
Ve Skolskych vzdélavacich programech pro gymnazia a technické stfedni Skoly je

standardné ve ¢tvrtém rocniku zarfazeno ucivo o komplexnich ¢islech. Odborné Skoly
tuto oblast matematiky vesmés vynechavaiji.
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Komplexni Cislo v goniometrické tvaru

Zapis komplexniho Cisla v algebraickém a goniometrickém tvaru. i je imaginarni jednotka

i= V=1
u
[ z
1
2] |
|
|
I
G :
L “
zZ=a+ bi
|z| = VaZ + b2

z = |z|(cos ¢ + isin @)
Moivreova véta
(cosx + isinx)™ = cos(nx) + i sin(nx)
Diikaz lze provést i na SS pomoci indukce.
A po pouziti binomické véty
n
(n) ek i Nk .
z K (cosx)™ ¥ (isinx)* = cos(nx) + i sin(nx)
k=0

cos(nx) = Z(—l)k (272) (cos x)™ 2% (sin x)?¥
k=0

sin(nx) = Z(—l)k (21«1 1) (cos x)™2k=1 (sin x)2k+1
k=0

Funkce sec a csec

Kdo studuje nebo studoval stavebni fakultu a narazil na problematiku navrh( stavebnich
prvkd namahanych kombinaci tlaku a ohybu, setkal se se vzorci, které obsahuji funkce
sekans a kosekans.

Definice jsou nasledujici

secx =
cosx

13



CSCX = —
sinx

Pak plati napf.

(secx)? =1 + (tanx)?

Inverzni funkce ke goniometrickym funkcim
Tyto funkce se nazyvaji cyklometrické funkce.

arcsin x je inverzni funkci k funkci sinus, je definovana v intervalu (—1,1) a nabyva

funkénich hodnot <_§'§)'

arccos x je inverzni funkci k funkci kosinus, je definovana v intervalu (—1,1) a nabyva
funkénich hodnot (0, ).

arctan x je inverzni funkci k funkci tangens, je definovana pro vSechna redlna Cisla a

nabyva funkénich hodnot (—g,g).
Vice na Wikipedii https://www.wikiwand.com/cs/articles/Cyklometrick%C3%A1_funkce

Derivace a integral goniometrickych funkci

V gymnazialni matematice se vykladaji i zaklady infinitezimalniho poctu. Mezi vzorci pro
derivovani funkci se objevuji vztahy pro derivace funkci sinus, kosinus, tangens
s kotangens.

Zakladem pro jejich odvozeni je hodnota limity

. sinx
lim—==1

x-0 X
z ¢ehoz lze odvodit vztah

1-cosx 1

lim——=
x-0 X 2
: 2 ; 2 2
. sinx . (sinx) . 1—(cosx) . (1+cosx)(1—cosx .
1=11m( ) = lim— =11m(—2=11m g )=11m(1+cosx)-
x—0 X x->0 X x—0 X x-0 X x—0
li l1-cosx 21 1—cosx
im——=2lim—;
x-0 X x-0 X

Vypoget téchto limit na SS lze (na zakladé definice funkce sin pomoci jednotkové
kruZnice) provést pomoci definice limity nebo pomoci nahledu na prirlistek délky
oblouku (to sice neni rigorézni, ale pro SS to staéi).

Nejjednodussi je dikaz zaloZzeny na vété o tfech limitach, kde vyuzijeme nerovnosti
sinx <x < tanx

Po Upravé

sin x sin x
- cosx < —
cos x X
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https://www.wikiwand.com/cs/articles/Cyklometrick%C3%A1_funkce

Pak ponévadz (délka tétivy lomeno délkou oblouku)

sin x

X
Plati

sin x
<1

cosx <

a pouzijeme vétu o tfech limitach.

(Také by $lo vyuzit L “"Hospitalovo pravidlo, pokud je do latky SS o derivacich zafazen jeho
vyklad. Ale zde zatim nezname derivaci sin x.)

~

Pomoci délky oblouku — pfistupné i zakiim na ZS, neni tfeba je obtéZovat limitou &

) olg a ']
= Z
/ N
MY | X
/ Pl AN
/ 1IN
o \
/ 7 lga
f e sin g
{ e
| ,A )
! -
| o OG0
\ |
|I I'
\
ll'\ /
N\ >
\ /
N
1

Délka oblouku LM je rovna velikosti uhlu a v obloukové mife a sin je y-ova souradnice
bodu M. Pak y-ova soufadnice je o pfiristek h mensi nez délka oblouku.

. sina . . _a—h
lim =limZ=-=1limTt=1
a-0 «a a-0a h-0 «

Aregulérné pfimo pomoci definice

Ve>035>0; 0< |x—xpl <8 =|f(x) —Al <e

sina
Vs>05|6>0;0<|x|<6=>|7—1|<s

o)
4 —1|<s

Ve>036>0;0< |x|<6:>|%

=)
Ve>036>0;0< |x|<6=>|7|<£

é
0<—-<ze¢
y
y je libovolné malé Cislo (a urcité mensinez 1), takze zvolme

y=¢<1
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0<d<e?

O

Pak derivace funkce sinus vbodé x je

x+h+x . x+h—x 2x+h . h
. . . sin(x+h)—sinx . 2cos— —sin— . 2cos——sing . 2x+h
(sinx) = lim =lim = lim——2—2 = 2lim (cos —
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 2
. h . h . h
. sinz . sinz . sinz
lim—= = 2cosx - lim—2 = cosx * lim —* = cos x
h—-0 h h—0 2= h-0 =
Podobné pak
.. X+h+x . x+h—-x .. 2x+h . h
. . cos(x+h)—cosx . T2sin— > . ~2sin——sin;
(cosx) = lim——————= =Ilim = lim———2%*—2=
h—0 h h—0 h h—0 h
. . 2x+h\ .. sing . . sinz .
—2lim (sm—) -lim—2 = —sinx - lim—% = —sinx
h—0 2 h-0 h h—0 2
(cosx) = —sinx

Pfi odvozeni jsme poutzili vztahy, které lze odvodit ze soucétovych vzorc(:

. . X+ . X—
sSinx — sSIny = ZCOSTySH’ITy

P . X—
COSX — Cosy = —ZsmTysmTy

A za vyuziti véty o derivaci podilu funkci pak mame pro funkce tangens a kotangens

1
(cosx)?

(tanx) =

1
(sinx)?

(cotx) =
Primitivni funkce pro sin a cos pak jsou (az na konstantu K)
[sinxdx = —cosx + K

[cosxdx =sinx +K

[tanx dx = —In(cosx) + K

[ cotxdx =In(sinx) + K
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Vysoka skola

V zakladnim kurzu vysokosSkolské matematiky (matematické analyzy) pak mame
minimalné dvé metody pro zavedeni funkci sin a cos. Prvni z nich je axiomatické
zavedeni téchto funkci, kde pro dlkaz je nutné pouzit zaklady teorie fad a zaklady teorie
feseni diferencialnich rovnic. Druhy zpUsob definovani funkci sin a cos vychazi z teorie
nekonecnych posloupnosti, teorie fad a zaklad komplexni algebry.

Axiomy pro funkce sinus a kosinus

Axiomaticka definice goniometrickych funkci (konkrétné funkci sinus a kosinus) je
formalni pfistup, ktery namisto spoléhani se na geometrické pojmy (jako je jednotkova
kruZnice nebo pravouhly trojuhelnik) definuje tyto funkce pomoci sady axiomu
(funkcionalnich rovnic a po¢atecnich podminek). Formalné tak spliuje pozadavek
axiomatické vystavby matematickych konstrukci a je tedy zdsadni pfi dokazovani
existence téchto funkci.

Z téchto axiomu lze nasledné odvodit vSechny ostatni vlastnosti, véetné periodicity,
souctovych vzorcl, existence derivaci a vztahu k ¢islu .

Axiomaticka definice obvykle vychazi z nasledujicich vlastnosti, které musi funkce
S(x) (sinus) a C(x)(kosinus) spliovat pro vS§echna realna ¢isla x, y

Podle profesora Jarnika (Diferencialni pocet 1.)

Véta 1.1 Existuje pravé jedna dvojice funkci S(x) a C(x) a praveé jedno kladné realné
¢islo, které oznac¢ime m, tak, Ze:

(1) funkce S(x) a C(x) jsou definovany pro vSechna redlna ¢isla,
(2)$(0) =0,
(3) S(x) je rostouci na intervalu (O,g ),

(4) pro vSechna x,y € R plati funkcionalni rovnice

Sx+y)=Sx)CW)+Cx)SW»)
(5) pro libovolné x € R. plati

Cx)=S (g — x)
(6) plati

Definice 1.2. Funkci S z véty 1.1 nazyvame sinus a znacime sin. Funkci C nazyvame
kosinus a znacime cos.

Dukaz véty 1.1 lze provést na zakladeé teorie diferencialnich rovnic, kde vychazime z véty
o jednoznacném reSeni diferencialnich rovnic

Y =AY
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s poc¢atecni podminkou V.

Pro matici A(2x2) a vektor Y pak konkrétné

C(x)
Y:(S(;))
a=(Z g
Y =A4-Y

). Tato rovnice ma v teorii diferencialnich rovnic

pro pocatecni podminku V(0) = (0

pravé jedno reSeni Y. Tedy pro

Yf:A_Y:A(C):(aC+bS):<C:)

S cC+dS S
C =aC+bS
S =cC+dS
Resenim je pak
Y =ed*-V

Za pouziti axiomu (2, 4, 6) plati pro derivace (viz odvozeno z axiomu o limité dfive)

C =-S5
S =
S0)=0
c(0)=1
Pak
A= )
R [ R AR
w20 06 D= D=
o= D6 -6 Y-
Takze

A% = (=1)k1
A2k+1 — (—1)kA

Dokonc¢ime feSeni
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o 5 (2k+1)

e YOS Y 1>"<2k>. > b G

® x2k+1)
_ o Ax.y _ 1\ _
Y = eA V_<kZ‘ 1)’<(2k), (2k+1),A)( )_
2k

x(2k+1)

_ Z( 1)k(2k)'>(1) <Z( 1)"(2k+1),>(0)

Z toho tedy plyne jednoznacéna existence funkci

@ = (5)

2k

= X
Ce) = ,Z:o(_l)k o

(2k+ 1)

) = Z(_ Ty

Ztotoznéni funkci S a C s funkcemi sin a cos definovanych pomoci jednotkové kruznice
pak provedeme podle véty: Pokud maji funkce totozny Taylor(v rozvoj, jsou totozné.

Definice pomocifad

Na zakladé predeslé kapitoly je tedy mozné funkce sinus a kosinus definovat
nekonec¢nymi fadami, které konverguji provSechna x € R

Funkce sinus:

00
X3 x5 X7 2k+1

Sin(x) = x =yt gy =y o Z( 1)k(2k+1)'

Tato fada obsahuje pouze liché mocniny xa stfidaji se v ni znaménka, coz odrazi lichost
funkce sinus.

Funkce kosinus:
o0
2 x4 X6 2k

x
cos(x) =1- CTRTIT kZ(— )k 25!

Tato fada obsahuje pouze sudé mocniny x(véetné& nulté mocniny x° = 1) a stfidaji se v ni

znaménka, coz odrazi sudost funkce kosinus.
Ostatni goniometrické funkce lze definovat pomoci téchto zakladnich fadovych definic:
Funkce tangens je definovana jako podil sinu a kosinu:

tan(x) = :in(x)
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Tato definice plati pro vSechna x, pro ktera cos(x) # 0

vvvvvv

Plati pro v§echna x, pro kterd sin(x) # 0

Tyto definice pomoci fad poskytuji rigorézni analyticky zaklad pro goniometrické funkce
v ramci vy$Si matematiky, ¢asto nezavisle na geometrické definici pomoci pravouhlého
trojuhelniku nebo jednotkové kruznice. V praxi se pro numericky vypocet hodnot funkci
pouzivaji algoritmy, které ¢asto vychazeji pravé z téchto nebo podobnych fadovych
rozvoju.

Matematicka analyza realnych funkci

Pfedpokladejme, Ze mame k dispozici pouze rozvoje néjakych neznamych funkci

oo}

3 45 7 x2k+1
S =x—grtg gt Z( 1)k(2k+1)'
xz  x*
C(x)=1_7+ﬂ__+ Z“ )k(Zk)'
a mame zjistit jejich vlastnosti.
Evidentné mame ihned tyto vysledky
S(0)=0
S(—x) = =S(x)
c0)=1
C(—x) =C(x)
2k+1 ( 2k+1) had (2k+ 1)x2k
S () = (Z( DleTan 1)|> Z( DTy kZO(—D" 2k + 1!

2k

X
= kZO(—l)k i = €@

Podobné
C'(x)=—Sx)

a tedy (K je libovolna konstanta)

fS(x)dx = —Cx)+K
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fC(x) dx = S(O) + K
Dale

(S2(x) + C2(x)) = 25(x)C(x) — 2C(x)S(x) = 0
Tedy
S2(x) + C2(x) = K
S2(0) +C?%(0) =1
S2(x)+C*(x)=1

Je snad jasné, Ze ztotoznéni funkci S a C s funkcemi sin a cos je evidentni pfes rovnosti
Taylorovych rozvojl. Ale pokud bereme S a C jako dosud neznamé funkce, mizeme
odvodit i nékteré dalSi vlastnosti téchto funkci. StéZejni je periodicita a vlastnosti
elementarnich operaci s argumenty téchto funkci.

Periodicita znamena existenci néjaké konstanty P, pro kterou ma platit
Cx+P)=C(x)
S(x+P)=5x)

Periodicita C vede na rovnici

2

20 Z(_ ) oy

- (-1 N 2kY 2k~ e X
Z (2k)! <Z( l) P) Z(_ ) (2k)!

kde vysledkem ma byt

=2nm

a to vime, ponévadz zname

Ekvilibristiku s témito fadami si musime odpustit. Existuji jednodussi metody, viz dale.




Komplexni analyza

V komplexni analyze jsou goniometrické funkce (sinus a kosinus) definovany pomoci
komplexni exponencialy (téZ Eulerova vzorce), nikoli geometricky pomoci trojuhelniku
jako v realném oboru. Toto rozSifeni z realné osy do celé komplexni roviny C se provadi
tak, aby funkce zlstaly holomorfni.

Eulerlv vzorec

Zakladem bude Cislo e — Eulerovo Cislo. Toto Cislo poprveé objevil Jakub Bernoulil 1683 ve
vztahu pro spojité slozené uroceni

1
e = lim (1 + —)
n—oo n

Euler ukazal, Ze toto Cislo lze vyjadfit nekoneénou fadou

n

€= n%(”%) R (k)ﬁ‘ n‘i&(k)ﬁ
k=0 k=0
B S nn—-1..(n—-k+1) 1
- Zrll‘i?o k! nk
k=0
B 11_ nn-1).(n—k+1)
- anl_r)go nk B
k=0
B 1 i (1 ank1 B 1
= Qlm (1) = )
k=0 k=0

Navic ukazal, ze

k=0
Odtud pak pro realné ¢islo x a imaginarni jednotku i plati

o 2k+1

e = i ()" = Z(_l)k x? + ii(—l)"x— = cosx +isinx
k! (2k)! 2k +1)!
k=0 k=0 k=0

kde fady jsou Taylorovy rozvoje pro sinus a kosinus.
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Z ¢ehoz plyne i nejkrasnéjsi tvrzeni matematiky,
e™+1=0
Dale Euler dokazal, zZe vztah plati i pro komplexni Cisla z
el? = cosz+isinz (Eulerdvvzorec)

Definice goniometrickych funkci

Dalsi moznosti, jak definovat funkce sin a cos, je pfima definice a to i pro komplexni
Cisla. Pro libovolné komplexni islo z € C jsou funkce sin(z) a cos(z) definovany
nasledovné:

elZyp—iz
2

Kosinus: cos(z) =

elZz_p—iz

Sinus: sin(z) = Y

Tyto definice vychazeji z Eulerova vzorce (platného i pro komplexni z: )
e = cos(z) + isin(2)

avzorce pro e~ %

e~ = cos(z) — isin(2)

Sectenim a odectenim téchto dvou rovnic a naslednym vyjadfenim cos(z) a sin(z)
dostaneme vySe uvedené definice.

Ostatni goniometrické funkce jsou definovany analogicky pomoci sinu a kosinu, stejné
jako vrealné analyze:

sin(z)

Tangens: tg(z) = (Definovano pro vsechna z, kde cos(z) # 0)

cos(z)

cos(z)

sin(z, (Definovano pro véechna z, kde sin(z) # 0)

Kotangens: cotg(z) =

Komplexni goniometrické funkce maji stejny tvar jako jejich Taylorovy (nebo
Maclaurinovy) fady v realném oboru.

V komplexni roviné jsou tyto funkce neomezené, na rozdil od redlného oboru, kde plati
Isin(x)| < 1lacos(x)| <1

Pokud jsme seznameni s hyperbolickymi funkcemi, pak jsou funkce sin a cos pfes své
rozvoje s nimi Uzce spjaty, napfiklad plati vztahy

cos(iz) = cosh(z) a sin(iz) = isinh(z)

Pouziti Eulerova vzorce

Pomoci Eulerova vzorce lze snadno odvodit vztahy pro goniometrické funkce.
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Moivreova véta
(eix)n — einx
(cosx + isinx)™ = cosnx + isinnx
(cosx — isinx)™ = cosnx — isinnx
Souctové vzorce
ei(x+y) — eixeiy
cos(x +y) +i sin(x +y) = (cosx + isiny) (cosx + isiny)
= (cosx)? — (siny)? + 2icosx siny
cos(x +y) = (cosx)? — (siny)?
sin(x +y) = 2cosx siny

Jednickovost

1= e% = el = pi¥p=i¥ — (cosx + isinx)(cosx — isinx) = (cosx)? + (sinx)?

Posunuti
AN T i(x+7%) ix IZ . : ;
cos(x+ E) +1i sm(x+ E) =e 2) = e e 2 =je™ = —sinx +1i cosx
n .
coS (x + E) = —sinx
) T
sin (x + E) = CcoSsXx
Limita
sin x eX — e IXLH.  joix 4 joix
lim == lim . 2 lim =1
x—=0 X x>0 2ix x—0 20

. sinx

lim =

x-0 X
Derivace

(eix)l = jelx

(cosx + isinx) = icosx — sinx
(cosx) = —sinx
(sinx) = cosx

Doplnék
Hyperbolické funkce

Jako hyperbolické funkce se v matematice oznacuje skupina nékolika funkci analogicky
podobnych k funkcim goniometrickym. Zakladnimi funkcemi jsou hyperbolicky sinus
(sinh) a kosinus (cosh), ze kterych je odvozen hyperbolicky tangens (tanh), kotangens
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(coth), sekans (sech) a kosekans (csch). Inverzni funkce k funkcim hyperbolickym se
oznacuji jako hyperbolometrické funkce.

sinh x = =

N e*+e X e 41
cosh x = =
2 2e*

Hyperbolicky sinus a kosinus splhuji podminku:
cosh? x —sinh? x = 1

Hyperbolické funkce se ¢asto objevuji v feSeni nékterych diferencialnich rovnic, nebo
napft. v rovnici kfivky fetézovky.

A tedy plati i pro komplexni z

eZ = coshz + sinhz
2

coshz = z
]
e (2k)!

e Z2k+1
sinhz = —_—
z : ]
£ 2k + 1)!

Fourierova transformace

Fourierova transformace je integralni transformace slouZici k dekompozici funkce do
jejich frekvencénich komponentd, tj. funkci sin a cos, obecné tedy funkci komplexni
exponencidly. Casto se pouziva k prevedeni signalu z ¢asové oblasti (funkce ¢asu) do
oblasti frekvencni (funkce frekvence).

130 1
120 1
110 1
100
90 1
B0 1
70
60 1
50 1
401
30+
204
104

1

WARTTTY

e 54 100 Ph

" 4
| o TR L DT SV PSS M 0O L

hladina intenzity zvuku [dB)

-10 + + +
10 100 1000 10k

frekvence [Hz)
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Prikladem vyuziti Fourierovy transformace je dekompozice zvukové viny hudebniho
akordu na zvukovou intenzitu podél frekvence. Pomoci inverzni Fourierovy transformace
lze provést opacnou operaci. Zvolenim intenzit na riznych frekvencich lze vytvofit
reprezentaci akordu (nebo jakéhokoliv jiného zvuku), ktera se pak prevede do zvukového
signalu, ktery lze reprodukovat.

Fourierova transformace S(w)funkce s(t) je definovana integralnim vztahem

o

S(w) = fs(t) e"lwtqe

— 00

s(t) vypocteme z S(w)inverzni Fourierovou transformaci

1 [ |
s(t) = > fS(cu) edw

To uz je ale jiné téma.

Zaver

Pfedpokladam, ze pokud si zajemce prolistuje tento ¢lanek, zopakuje si nékteré zakladni
poucky, pfipadné se dozvi i néco nového. Jesté jednou upozorriuji, nejsou to skripta,
spiSe se publikace pfiblizuje studentskému zaznamu z pfednasek. Pro zajemce je

uveden seznam literatury. V jednotlivych bakalarskych pracich naleznete spoustu
dalsich odkazu.
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