Jednotkoveé rovnice

Pavel Hruby

Uvod
Dlouho jsem vahal, jaky dat titulek tomuto ¢lanku. Nakonec jsem zvolil ndzev Jednotkové rovnice,
protozZe to nikomu nic nefikd a jak se obecné tvrdi, ndzev prodava.

Budeme se zabyvat rovnicemi a odvozenymi vyrazy typu x +

R =

= 41, budou nas zajimat rlizné
mocniny v téchto vyrazech. Typickou ulohou je:

1

Necht plati x +% = 1. Kolik je x292> — ~z025 =7

V zadanich MO a rGznych algebraickych cviéenich se vyskytuji Glohy na uréeni hodnoty x™ + xin pfi

(. 1 . oy " . S, . .
zadani x + Z= K. Problematiku Ize rozsitit a hledat dalsi souvislosti s jinymi oblastmi matematiky.
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Pfedmluva
V prvni ¢asti se budu zabyvat specidlnimi rovnicemi, které se vyskytuji v rozmanitych ulohach napf.
v matematickych olympiddach, testech, kvizech i jako soucasti feSeni slozitéjSich matematickych

(. . . 1 Cy C .
problému. Jednd se o rovnice typu x + Z= +1. Vlastni feseni téchto rovnic je jisté jednoduché, ale
. . . 1 N - - v y

nds budou zajimat vyrazy, typu 4,, = x™ + s kde n je pfirozené Cislo, a jejich vycisleni ve formé

posloupnosti.

Specialnim ¢islem je Cislo zlatého fezu, jemuz vénuji samostatnou kapitolu.

vrve o . . v 1 . . .

V dalsi ¢asti se zabyvam rovnicemi obecnéjsimi ve tvaru x + o= K, kde K je libovolné komplexni Cislo
. L, 1

a na nich zaloZzenymi vyrazy A, (K) = x™ + s

V posledni ¢asti jsem vybral z rdznych zdrojh ptiklady, které ptimo (i nepfimo) souviseji s touto

problematikou.

Jednotkové rovnice
V této ¢asti se budu zabyvat témi nejjednodussimi vyrazy, které jsem nazval jednotkové rovnice.

Inspiraci pro tento nazev je souvislost s komplexni odmocninou z jedné. KdyZz vezmeme napf. vyraz

3

1 . " AN L . ,
X7 =3 = 0, tak po Upravé dostaneme x° = 1, coi je pfi Fedeni v komplexnich ¢&islech je komplexni

Sestd odmocnina z minus jedné, tedy

.2mk

x=¢e"6 =e'3" kdek € {0,1,...,5}
Pojdme na to.
Definice

1. druhuA. x>+ x=1aB.x?+x=-1
2. druhuC. x?—x=1aDx?—x=-1

Prehledné v rGznych tvarech zapisu

. 1 ) )
A rovnice 1. druhu typ I. x+—-=—-1 | x*’+x+1=0 x2=—x—-1
x
; 1 2 2
B rovnice 1. druhu typ II. x——=—-1 | x°+x—-1=0 x2=—-x+1
x
1
C rovnice 2. druhu typ I. x+;=1 X2 —x4+1=0 x2=x—1
1
D rovnice 2. druhu typ Il X—;=1 x2—x—1=0 2=x+1

a radéji jesté do jiné tabulky

Typ 1. (A,C) Typ II. (B,D)

1. druh x+l=_1 x—l=—1
X X

2.druh x+l=1 x—l=1
X X




Jedna se o kvadratické rovnice, tak si radéji spocteme jejich koreny.

A rovnice 1. druhu typ |. 2+x+1=0 X, = —1 _2 i3 Xy = -1 -; iv3
B rovnice 1. druhu typ I. x24+x—1=0 %y :_1;\/§ X, = —1-2|-\/§
c rovnice 2. druhu typ |. x2—x+1=0 Xy = 1 —Zi\/§ X, = 1 +2i\/§
D rovnice 2. druhu typ II. x2—x—1=0 %, = 1_2\/§ X, = 1+2\/§

TakZe typ rovnic I. ma komplexni kofeny.

A ted podrobnéji.




Jednotkové rovnice prvniho druhu

Rovnice A

1
x+—=-1
x

xX>+x+1=0

-1+V1-4 -1+iV3
B 2 B 2
x:{ 1 V3, 1 \/5}

—ct—i—5——1

2 27 2 2
Regenim je komplexni jednotka.
Pozndmka
Navic je mozZnd zajimavy tento postup x + i =—1tedy x> +x+1=0
x—DE*+x+1)=x3-1=0

x3=1 aresimeprox # 1.

Pak tedy, pokud plati
1

x+-=-1
x

e 1 1 " -
nas zajimaji vyrazy S,, = x™ + el R, =x™— P kde n je pfirozené Cislo.

Pojdme si jich par vypoditat.

o 1
<x+—) =x"+2+—5=1
X X

1

x2+—2=—1
3

<x+—) =x3+3-1-<x+—>+—3=x3—3+—3=—1
1

3 —

X +x—3—2
1 2

2 — 4 . -

(x +—2) =x*+2 1+x4_1
1

x4+—4=—1

1 1 1
x5+—=(x3+—)<x2+—>=x5+—+x+—=x5+—5—1=2-(—1)=—2
x x x x x x




Odvodme rekurentni vztah pro soucet n-tych mocnin

1 1) 1 1 -1 1
(x”+x—n)(x+;)—x"+ +W+x” +x"—1

—Sp = Sn41 T Sn-1

Sn+1 = —Sp — Sn-1

Pro
S]_ == —1
SZ == —1

Tedy pak je posloupnost pro S,, = {—1,-1,2,—1 —,1,2,...}
DokaZme si navic
Sn+3 = Sn
Sn4z = —(Snrz + Snt1) = (i1 +S) + Sns1) = —(Spp1 =S+ Spp) =S &

A tedy pro n-ty ¢len

Pokud plati x + i = —1, pak

x”+xin=2pron=3k
xn+xin=—1pron:3k+1
xn+xin=—1pron:3k+2

kde k je libovolné celé Cislo.

, ;. 1, . , 1
A nyni budeme zkoumat hodnotu vyrazi R, = x™ — por stdle za platnosti podminky x + Z= -1.

Z hodnot korent rovnice mame hned

1
x—==1iV3
x
1
Xz—x—zz—l’\/g
nebot
1 1 1 1
xz——z—(x+—)(x——)=—(x——)=—n/§
x x x x
e 1
(x——) =x"—2+—=5=-3
X




A rekurentni vyraz

1 1\ _  n1 1 -1 1
—Rp =Rpy1 + Ry
Rpy1 = —Ry — Ry

Kde
R, =iV3
R, = —iv/3

Pak posloupnost
Rn = {l\/§; _l\/:)_)l OI l\/sTl_ l\/§; ---}

TakZe pro n-ty ¢len plati:

Pokud plati x + i = —1, pak

x”—i—Opron=3k

xn
x”—xinzi\/gpron=3k+1

xn—xin=—i\/§pron=3k+2

Rovnice B
1

x——=-1
X

X>+x—-1=0

Tedytakéx—iz —1nebox?=1-x

-1++5
X1,2 = 2
a plati
12 2(=1%V5)  2(-1FV5) 1£V5_
x —12v5 (—1£45)(-1Fv5) -4 2
Neboli
1_
PR

a tedy (lze pfimo z Vietovych vzorcl)
xle = _1

xl +x2 =_1




a rozdil

X1 — Xy :i\/g

Pro reciproky soucet pak ndm vychazeji dvé moZnosti

1 —-1++5 2 —1++v5 2(V5+1) -1+V5 V5+1
x1+—: + = + = + :\/g
X1 2 —-1++5 2 4 2 2
1 -1-+5 2 1+v5 2(v5-1) -1-+v5 +5-1
Xy +—= + =— — = — =—5
X5 2 —1-+5 2 4 2 2
Ponévadz
1
x——=-1
X

Takze mame dvoji fedeni x +§ = +5

pak také pro vyssi mocniny plati

1\2 1
(x——) =x?-2+—==1
X

3 1\3 1 1 1
(V5) =5\/§=(x+—) =x3+—3+3(x+—)=x3+—3+3\/§
X X X X
3

1 1 1 1
(—\/§)3=—5\/§=<x+—> =x3+—3+3<x+—)=x3+—3—3\/§
X X X X

1
x3+—3=i2\/§
X

1 1 1 1 1
(x3+—)<x2+—)=x5+—+x+—=x5+—+\/§=(iZ\/E)-3=i6x/§
x3 x2 x5 x x5

1
4 —
X +X_4'_7
1
x5+—5=i5\/§
X
2 1 : 6 1 2 1 6 1
(X +—2) =X +—6+3<X +—2)=x +—6+9:27
X X X X
1
X'6+—6:18
X

1 1 1 1 1
(x5+—5)<x2+—2>=x7+—7+x3+—3=x7+—7i2\/_=(iS\/g)-3=ilS\/g
x x x x x




1 1 1 1 1
(x7+—7)<"2+—z>:x9+—9+x5+—5=x9+—9+5\/§=(13‘/5)'3=39\/§
X X X X X

1
x% + = = +£34V5
X
1 1 1 1 1
8 2 — 410 6 — 410 — .
(X +F)<x +x—2>—x +W+X +F—x +W+18—4‘7 3

1
10 —
X0 o+ —5 =123

1 1 1 1 1
(x9+_9)(xz +_2>:x11+—+x7+—7=x11+1+13\/§=34\/§'3=102\/§
X X X X X

1 1 1 1 1
10 2 — 412 8 — 412 — .
(X +x—><x +F)—X +W+X +x—8—x +ﬁ+47—123 3
1
x12 4+ — =322
x12
1 1 1 1 1
11 2 — 413 9 — 413 — 2.
(X +W><x +F)—X +F+X +F—x +E+34V5—3 89V5
1
x13 +—x13 = +233V2
atd.

v 1
Pokud oznacime S, = x™ + —
X

A rekurentni vyraz pro soucty (plati x — i =-1)
x+-= +V5

1 1 1 _ 1
() (4 ) = T
Sn1 = i\/gsn = Sn-1
Kde
S, = +V5
SZ =
Pak

Sp = {+V5,3,+2v5,7,+5V5,18,+13V5, ..}

Mdame pro sudé mocniny

n 2 4 6 8 10 12

Sn 3 7 18 47 123 322
Pro liché mocniny

n 1 3 5 7 9 11 13

Sn +/5 +2+/5 +5v5 +13v5 +344/5 4+89v5 | +233v5




Vysledna posloupnost
Sp = {£V5,3,+2V5,7, £55, 18, +13V5,47, +34v/5, 123, +89V5, 322, +178Y5, ..}
je tedy sloZena ze dvou posloupnosti (kdyZ vynechame znaménka plus, minus).

Posloupnost pro sudé mocniny 3, 7, 18, 47,... je bisekvence v Lucasové posloupnosti, ktera je v OEIS
uvedena pod c¢islem A005248.

Lucasova posloupnost je 2, 1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, .... Tucné
vyznacena Cisla tvofi nasi posloupnost sudych mocnin K.

Generovani této posloupnosti je L(2n), tj. 2*3+1=7, 2*7+4=18, 2*18+11=47, 2*47+29=123, ...
K, = 2K,,_1 + L,_, pron>=2,stim,Ze Ly = 2,L; = 1. K je naSe posloupnost, L Lucasova.

Posloupnost pro licha Cisla, ktera obsahuje odmocniny z 5 (po vynechdni odmocnin) je tvorena Cisly 1,
2,5,13, 34, 89, 233,.... To je bisekvence Fibonacciho (OEIS AO00045 )posloupnosti 1,1, 2, 3,5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ... kde opét tuéné je vyznacena nase posloupnost. Tato
posloupnost je v OEIS uvedena pod ¢islem A001519. Generovani této posloupnosti je

K, =3K,_1 — K,_, pron>=2,stim,ze Ky=K; =1.

Podivejme se jesté na rozdily mocnin.
. , 1

(stale plati x — - = —1)

Vime, Zze x + i = +5

Zvolme x +§ = —/5

o-heeo) (et -

x2

x3 x3 X
— 3 1
=X —x—3+3
a tedy
1
3 —
X —x—3 —4
1 1 1 —
x4_ 4—(x2+x2)<x2— 2>:3 >
1 1 1 1
— 4 — 45 3 — 45
-7 (X +x—4)<x—;)—x +—3—X —F—x ——5+4
1
5 —
——=-11
X XS
n

Y 1 1
Pokud oznacime R,, = x" — ~navezmeme x + - = +/5

10


https://oeis.org/A005248
https://oeis.org/A000045
https://oeis.org/A001519

<xn B xi”) (x + %) =X = xnl+1 A - -1 +V5 (xn - xin)
Rpp1+ Ry = V5 R,
z toho
Rps1 =+V5R, —R,_;proR; = —1aR, = +/5
Pro sudé mocniny mame
n 2 4 6 3 10 5
o V5 +3V5 +8V5 +215 +55v5
Pro liché mocniny
n 1 3 5 7 9 11
. = 4 11 -29 76

Vysledna posloupnost

R, ={-1,+V5-4,43V5,—-11,1 8V5,-29,+21V5,-76,£55V5, ...}
je tedy sloZena ze dvou posloupnosti (ignorujeme znaménka).

Podobné jako v predchdazejicim pripadé je

Lucasova posloupnost je 2,1, 3,4, 7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, .... Tu¢né
vyznacena Cisla tvofi nasi posloupnost lichych mocnin Li.

Generovani této posloupnosti je L(2n), tj. 2*3+1=7, 2*7+4=18, 2*18+11=47, 2*47+29=123, ...
K, = 2K,,_1 + L,_, pron>=2,stim,Ze Ly = 2,L; = 1. K je nase posloupnost, L Lucasova.

Posloupnost pro suda Cisla, ktera obsahuje odmocniny z 5 (po vynechani odmocnin a znaménka) je
tvorena Cisly 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377,... . To je bisekvence Fibonacciho (OEIS AO00045 )posloupnosti 1,
1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89, 144, 233, 377, 610, ... kde opét tucné je vyznacena nase posloupnost.

11


https://oeis.org/A000045

Jednotkové rovnice druhého druhu

Rovnice C
1
x+—-=1
X

x—x+1=0

x+-=1

x
_ 1+x/§,1 V3
Szt 22
(x+DE?—x+1)=x3+1=0
x3 =-1

1
2 _
X +x—2——1

1
3 _
X +x—3——2

Rekursivné:

Pro soucet odvodime:

x”+i x+l —xn+1+L+x”‘1 +
XM x) x+1 xn—1

Sne1 =S, —Sp_1,kdeS; =1a85, =-1
Tedy

S,=1{1,-1,-2,-1,1,2,1, ...}

a pro rozdil:

1
g _on_ 1
oznatme R, = x" ——

113 2 13 | 2(1FW3) .
XTI T T2 w5 2 T4 = +iV3

1 1 1 1
_ . n+1 -1
(xn _x_”) (x+;) =x" - xntl + - xn-1

Ry41 = R, —Rp_1, kde Ry = +iv3aR, = +iv/3
Tedy

R, ={iV3,i¥3,0,— iv3,— V3,0, ...}

Nebo s prohozenymi znaménky

R, ={-iV3,—iV3,0,iv3,iV3,0,..}

12



A tedy obecné pro n-ty ¢len souctu

Necht plati x +§ =1

Pak

x”+xi—2pron=6k

=

x”+i—1pron=6ki1

xn

XM+~ = lpron=6k+2

xn B

X" +—=—2pron = 6k + 3

xn B

Rovnice D

_(1+V51-+5
x‘{ 2 2 }

(kladné teseni je Cislo Zlatého fezu, viz dale)
Takze

1 1445 2 1+V5 2(V5-
xX+—-= =

1)
x 2 +1+\/§_ 7 4 =5

1 1-+5 2 1-v5 2(vV5+1
xX+== + = + ( )=—\/§
x 2 1-+5 2 —4
1
x+-=1V5
X
n oo, 01
<x+—) =X +—2+2=5
X X
1
x2+x—2=3
3 1 1 1
<x+—) —x3+—3+3<x+—>=x3+—3+3\/§=+5\/§
X X
1
x3+—3=iZ\/§
X

13




(x+§)4=x4+$+4(x2+x—12)+6:x4+$+12+6:25

1
X4+—4:7
> 1\* 1 1
<x+—) :(x+—) (x+—>=x5+ 5+x3+—3=x5+ﬁ+2\/§=+7\/§
1
x5+—5=iS\/§
X

A pro rozdily

Plati x ~1- 1
X

X X
L1 1 , 1
(5 S NPT T
X X X
1
3 —
X —x—3—4
1 1 1
4 —(,2 2 —
W= (e p) (- 5) =35
Pro soutty oznaéme S,, = x™*1 + % amémex +==+5
X X

(x” + xi") (x + %) = x4 xan + x4 xnl_l = +V5- (x" + xin)
Spy1 = V55, —S,_1, kde S; = +V/5a 5, =3

Tedy

S, ={%V5,3,+ 2V5,7,£5v5,18, +13V5, ...}

Podobné jako v predchazejicim pfipadé je

Lucasova posloupnost je 2,1, 3,4, 7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, .... Tucné
vyznacena Cisla tvofi nasi posloupnost sudych mocnin S,.

Posloupnost pro liché mocniny, ktera obsahuje odmocniny z 5 (po vynechani odmocnin a znaménka)
je tvorena Cisly 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377,... . To je bisekvence Fibonacciho (OEIS AO00045 )posloupnosti
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ... kde opét tucné je vyznacena nase
posloupnost.

Pro rozdily oznaéme R,, = x™ — xin, stale plati pfedpoklad x — % =1latedyx + % =+/5

1 1 1 1 1 1
— 1 -1 — 1 -1
(=) (v g) = =+ = = (0 - ) + (7 - )

= i\/g(x” —%)

X

Ry41 = +V5R, —R,_; proR; = 1,R, = +V/5

14
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Tedy

R, = {1,4V5, 4, +3v5, 11,+8V5,29 ...}

Podobné jako v predchazejicim pfipadé je

Lucasova posloupnost je 2,1, 3, 4, 7,11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, .... Tucné
vyznacena Cisla tvofi nasi posloupnost lichych mocnin L,.

Posloupnost pro suda cisla, ktera obsahuje odmocniny z 5 (po vynechani odmocnin a znaménka) je
tvorena Cisly 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377,... . To je bisekvence Fibonacciho (OEIS AO00045 )posloupnosti 1,
1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ... kde opét tucné je vyznacena nase posloupnost.

Prehled
Rekurentni vyjadreni
Kdyz plati, 1 1
pak Sn=x"+— Ry =x"——
S —Sp — Sp— R..,.=—R —R. _
rovnice 1. 1 n+1 n= “n-1 n+l” n n-1
A1 druhy typ 1. x+;=_1 S1=-1,5,=2 R, =iV3,R, = —iV3
rovnice 1. Sne1 = i\/g'sn Sn-1 Rpy1 = i\/§ Ry —Ryq
druhu typ II. x—;=—1 S; =+V5,5, =3 Ri=-1aR,=+/5
. Spe1 =S, —S Ryy1 =R, —R,_
rovnice 2. n+l1 n n-1 n+l = fin n-1
¢ druhu typ I. x+;=1 S;=1a$; =- R, = +iv3aR, = +iV3
rovnice 2. x—=-=1 |Sm1= +V55, = Sn1 Rpy1 = +V5R, — R4
P druhu typ Il x S1=1V5aS; =3 Ri=1aR,=+V5
Posloupnosti
KdyzZ plati, Pro x™ _|_in= Prox"—inz
pak x x
-1,-1,2,-1,-1,2, . iV3,—iv3,0,iV3, —iV3, ...
tj. tj.
A rovnice 1. _ 2 pron =3k 0 pron=3k
druhu typ I. x+;—— -1 pron=3k+1 iv3 pron=3k+1
—1 pron=3k+2 —iv3 pron=3k+2
rovnice 1.
B | druhu typll. | ¥ T %7 —1 | £V5,3,£ 25,7, 455,18, ... | =1, +V5,—4,+£3vV5,-11,+85,.
4 L 1-1,-2,-1,1,2,1,-1, ..
TYT +iV3,+ V3,0, F iV3, FiV3,0, ...
2 pron = 6k tj.
rovnice 2 1 pron=6k+1 0 pron = 3k
€ | druhu tyr; | —1 pron=6kt2 +ivV3  pron=3k+1
. =2 pron=6k+3 +ivV3 pron =3k +2
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i 1
rovnice 2.
x——=1
P druhu typ Il X +v/5,3,+2V5,7,+5V5,18, ...

1,+v5,4, +35,11,+ 8V5,29 ...

Pozn.Pron=1,2,3,...

U rovnic Il. typu B a D mUZeme nase posloupnosti porovnat s Fibonacciho a Lucasovou posloupnosti.

Fibonacci: 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

Lucas:  2,1,3,4,7,11,18,29, 47,76, 123, 199, 322, 521, ...

Cislo zlatého rezu

Pfi reSeni rovnice

x—==1
X

(coZ je rovnice 2. druhu typ I1.)
Dostaneme feseni

_ 145
T2

Oznacme kladné feseni jako Cislo

14++/5
2

¢:

Toto je Cislo, které se nazyva Cislem Zlatého rezu.

Vs o vev

Podle dfivéjsich vysledkd mame rekurentni vyjadfeni a ¢astecny vycet pro

n 1 n 1

Spn=0¢ +ﬁ R,=¢ _ﬁ

Sn+1 =\/§Sn_5n—1 Rpyq =\/§Rn_Rn—1
S;=v5aS,=3 Ry=1aR,=+5

\V5,3,2v5,7,5V5,18,13V5,... | 1,V5,4,3v5,11,8V5,29 ...

(kombinace Fibonacciho a Lucasovy posloupnosti s v/5)

Dale plati

P =9 +1
P’=¢*p=(p+Do=9¢*+o=0+1+9p=20+1
Pr=03 0=Qo+1)p=20>+9=2(p+1)+¢=3¢+2

P =0t p=Bp+2)p=302+20p=3(@+1)+2¢ =5¢p+3
=95 9p=06p+3)9p=50p>+3p=5(@+1)+3¢p =8¢ +5
07 =5 9 =(8p+5)¢@=8p>+5p=8(p+1)+5¢p=13¢p+8

16




Tvrzeni o rekurenci mocniny fi
Pro n+1 mocninu Cisla @ plati rekurentni vztah

(pn+1 ="+ (pn—l

Dlkaz:
(pn+1 — (pn—l . §02 — (pn—l(go +1) = ¢n + ¢n—1
O

Tvrzeni o fi a Fibonacciho posloupnosti
Pro n-tou mocninu plati (n = 1):

O" = fop + frq

kde f} je k-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti 0,1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...
Pro Fibonacciho posloupnost plati defini¢ni rekurentni vztah
fo=0

fi=1

fon+1 = fo+ faat

(indexujeme od nuly f, = 0)

Duakaz indukci:

Pro n=1

pl=fig+fo=1p+0=0¢

Pro n=2

PP=fotfi=lp+tl=90+1

Necht

O" = frp + fra

pak

P = fr10+ o =0 0" = (o + fu1) = [u0* + fac10 = ful@ + D+ froq10
= (p(fn +fn—1) +fn = fn+1(/) +fn

O

A také existuje vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, tkzv. Binetlv vzorec

_ "= _1+V5 o 1-+5
fon= py: ,kde @ = > ,6——2

a tedy po Upravé
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£, = ot (A-@)" _ (1+\/§)n—(1—\/@n
no 5 V5 2™M/5

Existuji i dalSi zajimavé vztahy

forz—1=fitfot++fy

Cassiniho identita

frn-1" fas1 _fnz = (—D"

nebo také
2 _
?:1fi = fn 'fn+1

Z definice plati é = ¢ — 1 a také pf¥i pouziti binomické véty lze zapsat

n
1 n
I _ n _— k (_1\n—k
=== (e D)
k=0
Pak také

w=() =) = (5 = ()

ProS, =™+ ﬁ pak plati

som (4 (2 - Lot

2 2 2n

aproRn=qo"—ﬁ

R, = (1+\/§)n _ (\/3—1)“ _ (1+v5)"~(v5-1)"

2 2 2n

llustrace pro n=4

Sy = (H\E)4 + (Ef = % [(1 + \/3)4 +(-1+ \/3)4] =

2 2
= L[1+4V5+6-5+4-5V5+25+1—4/5+6-5—4-5V5+25] =

1 112
—1—6[1+6'5+25+1+6'5+25]—1—6—7

K-rovnice

Zkusme si zobecnéni pavodnich jednotkovych rovnic s tim, Ze misto jednicky ddme na pravou stranu
. , . 1 ey . .
libovolnou komplexni konstantu K. Vyrazy typu x™ + o se vyskytuji pfi feSeni reciprokych rovnic po

provedeni substituce y = x + % .
Tedy:

Soucet x a 1/x
Definice

18



Rozbor
Zapis x +% = K lze upravitna x?> — Kx + 1 = 0, fedenim je

K+VK2-4

X12 =7,

Pro |K| < 2 je feSenim komplexni &islo.
ProK = 2 pak x = g =1a S, = 2 prolibovolné n.

Pro soucty mocnin S,, Ize odvodit rekurentni vztah

SpK=(x"+5)(x+3) =2+ a4

xnt1 xn—1

= Spe1 + 51
Sn+1 = KSp = Sn—1

So=2

S1=K

Pak mame polynomy:

S, =K?-2

S;=K3-2K—-K=K3-3K

Sy =K*—3K?—-K?+2=K*—4K?+2
Se=K>—4K3+ 2K — K3 + 3K = K> — 5K3 + 5K

Se = K®—5K*+5K? — K*+4K? -2 =K®%— 6K* +9K? -2

S;=K7 —6K>+9K3 — 2K — K° +3K3 — 5K = K7 — 7K® + 12K3 — 7K

Serfad'me si koeficienty u mocnin K do tabulky podle exponent(

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 2
1 0 1
2 -2 0 1
3 -3 0 1 +8
4 2 0 -4 0 1
5 0 5 0 -5 0 1
6 -2 0 9 0 -6 0 1
7 0 -7 0 14 0 -7 0 1
8 2 0 -16 0 20 0 -8 0 1
9 0 9 0 -30 0 27 0 -9 0 1
10 -2 0 9+16 0 -30-20 0 27+8 0 -9-1 0 1
10 -2 0 25 0 -50 0 35 0 -10 0 1
11 0 -11 0 -5 0 -77 0 44 0 -11 0 1
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Tabulku Ize rychle generovat na zakladé rekursivniho predpisu — kazdy dalsi fadek vytvorime tak, ze
predchozi fadek posunem o jednu pozici doprava a odecteme radek o jednu pozici mensi (viz 10
radek).

Kde pro licha ¢isla obsahuje polynom pouze liché mocniny K pro suda cisla obsahuje polynom jen
sudé mocniny K.

Kontrola spravnosti odvozeni polynomu s K je jednoduchd. Po dosazeni za K=2 musi vZdy byt
vysledkem 2. Pokud za K dosadime 1, dostavame rovnici typu C, kterd mizZe nabyvat pouze hodnot -
1,1,2a-2.

Zajimavé jsou i posloupnosti koeficientll u rostoucich stupriti polynoma S..
Oznaéme S, = z" + ap_,z" 2+ apn_4z2" * + -+ a;z+qq

U vedouciho ¢lenu S, s exponentem n je koeficient vidy 1. DalSi ¢len ma exponent o0 2 mensi a
koeficienty jsou ¢isla a,,_, = —n.

Koeficienty u ¢lenu s exponentem n-4 vytvareji posloupnost 2,5,9,14,20,27,... cozZ je posloupnost OEIS

A000096 a py, = “E pros, pak @,y = 202,

2

Koeficienty u ¢lenu s exponentem n-6 vytvareji posloupnost -2,-7,-16,-30,-50.-77,... - OEIS A005581.

atd.

Rozdil x a 1/x

A zkusme analyzovat vyrazy R, = x"

1 ' . . 1
—m Ppro rozdily mocnin, pti platnosti x + - = K

Rekurentné lze odvodit

Rn-K=(x"—i)(x+%)=x”+1—i+x”‘1— L =Ry + Ry

n x‘l’l+1 x‘l’l—l

Rn+1 = KRy — Ry

Kde

R, =0

Ry=x—==VK?—4

R2=x2—$=K-\/m
Ry=x*——=K?VK?—4—VK? =4 = (K- 1)VK? — 4
R4=x4-§=x(1<2-1>m—x-m:(Ks—zx)-m

R5=x5—$=K-K-\/K2—4(K2—2)—(K2—1)\/1(2—4=(K4—3K2+1)\/K2—4

Rekurentni predpis je stejny jako pro S, jen s jinymi vychozimi ¢leny Ry a Ra.

. , 1 Ly
Dale plati pro x + 2= K vztah pro n-ty ¢len

K+\/K2—4->n n (K—\/KZ—4>n
2 2

sn(K)=xn+xin=(
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k+VKZ=2\"  (Kk—VKZ-a\"
R0 = & = (£ (1)

L-rovnice

Py . . 1 vy y , .
A zkusime jeSté obdobné pfi platnosti vztahu x — = L urcit opét soucty a rozdily mocnin

1 1
— 4N — 4N
Sp=x"+—aR,=x —

1 . Yy L
Vztah x — 2= L Ize upravit na x2 — Lx — 1 = 0 a fedeni rovnice je

L+VL?+4

X12 =7

Tedy fesSeni jsou v pfipadé L redlného Cisla, Cisla redlna.
Rekurentné

y 1 ..
Budeme potrebovat pro x — ~= L urcit

S
|
~
H
=

N
+
S

S = x4 1 _ L+VI2+4 2 _ LVIZ+4 n 2(LFVLZ+4) _ L+VIZ+
1= x 2 LtVIZ+4 2 —4 -

[\
N

TakZe tady mame dvé feSeni pro S;.

Z toho Ize odvodit rekurentni vztahy:

Sn-L=(x"+i)(x—%)=x"+1—i—x"‘1+ L =R,y —Ryq

xn

Rpy1=581"Rp— Ry
Rps1 =VL2+4-R, — R4

Také

Su-Si=(x"+ =) (x+2) = x4 o4 xn 1 4

= Sp41 1 Sp—1

x‘l’l—l

Sn+1 = 5150 — Sn—1

Takze
SO=2
Sl = iVLZ +4’

— 241 _ 12_ — 72 _ 2 _72
S;=x?+m=(x+1) —2=17+4-2=17+2

53=5152_Sl=51(52_1)=i\/l42+4' '(L2+1)

Sa=88S3—S; =+VI2+4 - +VI2+ 412+ 1) - 12 -2=(L2+ D)2+ 1) - 1?2 -2=L"+
41% +2

Se =85S, —S3=4VI2+4 - (L*+ 412 4+2) —+VI2+4 - (1> +1) =+VI2 +4 - (L* + 312+ 1)
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1

Pak pro rozdily ovéfime také R, = x? — == (

2

Li\/L2+4)2 _ 1

2
2 L+/12 +4)

20242LVI2+4+4  2L2F2LVI2+4+4
= — =+4IVI2+4

R,

4 4
Pak
Ry=0
Ri=L
R, =+LVIZ +4

Ry =4+VI2+4-R,— R, =L(I?+4)—L=13+3L
Ry= +VIZ+4 (13 +3L) — +LVIZ +4 = £LVIZ + 4(L% + 2L)

Rs = +\/12+4- (iLw/LZ +4(L3 + 2L)) — (L% +3L) = (I + 4)(L* + 2L) — (I’ + 3L)
= L%+ 513 -5L

. , 1 Ly
Dale plati prox — o= L vztah pro n-ty ¢len

2 2

n n
S, (L) = x™ +xin _ (L+\/L2'+4) 4 (L—\/L2+4»)

Ry(1) = 2" — 5 =

xn

L+V12 +4>n _ (L—\/LZ +4>n

2 2

llustracni priklad

Necht

1
x—==3
X

Urcete
1

x3 + "y =?
X

X3 -2 =2

3
Vysledek

S;=+VIZ+4 - (12 +1) = +10V13
R;=13+3L =36

Ovéfime pomalym postupem
x—§=3

x2-3x-1=0
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3113
2

X =

x? = 22{?‘@ =11+ 3V13

1 1 1
x? =2 (3£V13)(22 £6V13) = £ (66 + 78 + 22V13 £ 18V13) = £ (144 + 4018)
=18 £ 5V13

1 1 18+5\/_ 13
X3 18tsvi3 | -1 —18%5

Sy =x3 +— = +10v13
X

Ry =x3—= =36

x3

A ovéfime i vztahy pro soucet

a0y =+ 2 () ()
53(3):x3+i=(3+;/ﬁ)3+(3 j_) =1 [3+v13)’+(3-v13)'| =12 3% +2-3-3-
13)_—(54+234)_@ 36

A také pro rozdil

R,(L) = x™

n n
1 (L+VI%+4 L—I1%+4
xn 2 2

Rs(3) = x° _i_(Wﬁ) - (= r) =13 +VI3) - (3-v13)'| =1(3- 93 +

2 2

13V13) = 2 (2 40V13) = 10V13
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Priklady
Zadani jsem Cerpal z Pinterestu a z rGznych zajimavych matematickych uloh na internetu, ze zadani
MO, aj.

Ulohy maji volnou ndvaznost na vy$e uvedené Gvahy a postupy

1.
Na Pinterestu bylo chybné prepsané zadani z MO, ale i tak to Ize resit
x+3=+x
1
&+ﬁ=?
Regeni:
Silou
y =+x
y2+3=y
yi—-y+3=0
111
Y=
1 1++/-11 2 1+V-11 1FV-11 4+2V-11 2+V-11
Yr T Y iiv 2z T 6 T 6 T 3
Zk.
, —10£2V-11 -5+v-11
= 4 -T2
3=\/§—x=y—y2=1i\2/__11—_5i2 —1122=3

To je plvodni zadani MO

x=3++8

\/§+%=?

Redeni — standard

Vyuzijeme starou dobrou fintu

=3-+8
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1
x+-—=A%-2
X

A2 —2=3+/8+3-8=

A% =
A=4+2/2
3.
y—3Jyy—-1=

1
2
y+—=777

y2
Reseni

1

DA S
Jy y

1
Y3
Jy oy
-==3
y———=

Jy
2=y

1
z——=3

Z

2 4+ ! 119
y —_—=
yZ

To také nékdo Spatné prepsal zadani MO na Pinterest, ale vyfesime.
x=3++x
Vx + L =?7?
Vx
Reseni silou
z=+x

z2—7z-3=0
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1++v13
Zl,zsz\/E

pak pouze pro kladné feseni

1 1+13 2 1+vV13 2(-1++V13) _ 1+\/13+—1+\/13

Vx +— + = +
Vx 2 1++/13 2 12 2 6
3+3v13 —-1+4++v13 2+4v13 1+ 2v13
= + = =
6 6 6 3
1 1+ 2v13
rt = —
Vx 3
5.
7a+a=\/98
1
777 —
a +W—?
Redeni

7
7a+a=\/2-49:7\/§

a+=—=1v2
1
2 _
a +a—2—0
at=-1
a777+—1 —al-a776+—1 —a(a4)194+——a+l—\/§
a’77 - al - q776 - a( a4)194 - a -
6.
x+-=-1
X
1
88 _
a +ﬁ—7

Re$eni — rovnice typu A.

88 =3k + 1
1

88 —

a”+ =1
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7.
x3+y3=10
x+y=7

1 1

S4o =

x Yy
(x+y)3=343=x3+3x%y+3xy? +y3> =10+ 3xy(x + y) = 10 + 21xy = 73 = 343
_333_111

21 7

1+1_x+y_ 7 49

x oxy 111 111

xy

=

+y=?
Reseniv Z:

Moznosti

x y xy 35 57 -5-—-7 5--7 -5-7
x=45ay =47

A mame jediné feSeniproy = =7 ax = 5.

xX+y=-2

Obecné jen parametricky
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3

2 6 1 2 1 6 1 2 1 6 1
(x +—) =X +—6+3x +3—2:x +—6+3(X +—2)=x +—6+21:343
X X X X X

1
X8 +— =322
X

10.
x—3/x+1=0

y2-3y+1=0

1
y—3+;—0

11.
Tady je jeden z oblibenych priklad( analytické geometrie — uréeni prisecikl kruznice a hyperboly.

x—y=A4A
(x—y)2=A42=x2>—-2xy+y?=20+12 =32
A=+V32=14V2
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12.
x+y=2

x*+y*=1234
xy =?
(x+y)2=4=x%+y%+2xy

(x+y)* =16 = x* + 4x3y + 6x%y? + 4xy® + y* = 2xy(2x? + 3xy + 2y?) + 1234
=2xy(2( x2 4+ y?) + 3xy) + 1234 = 2xy(2(4 — 2xy) + 3xy) + 1234
= 2xy(8 —xy) + 1234

2xy(8 —xy) + 1234 =16
Xy =12z

16z — 222+ 1218 =0
z2—8z—-609=0

8464 +2436 8150
2 2

xXy=z= = 29,-21

Dvé reseni
K ={-21,29}

A lze provést zkousku?

Tak pro -21.
x+y=2
xy =—21
x-2=2

X

x2—-2x—-21=0

xl,z _ Zi\/;1*+84- -1 im

_—21 _ —21(1—v22) .
Y= 1@ T T 122 1-v22

¥t = (14+v22) = 1+4-V22+6-22 +4-22-V22 + 222 = 617 + 92422
Y4 =(1-v22) =1-4-V22+6-22—4-22-v22 + 222 = 617 — 9222
x*+y*=1234 ajeto.

A pro 29 jdeme do komplexnich Cisel.

x> —=2x4+29=0

_ 29 _29(1-iv28) _ . . 5p
Y= 1rivzs . 1428 =1-iv28
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x* = (1+iVZ8)' =1+ 4i-V28—6-28 — 4i- 2828 + 282 = 617 — 108iv28

y*=(1—iv28) = 1+4i-VZB+6-28+4- 2828 + 282 = 617 + 108v28

x*+y*=1234 ajeto.

13.

1 1
—+—=x+y=\/§
x Yy

X2021 + y2021 =7

Prvni krok:

1 1
;+;—x+y
x+y _
po =x+Yy

xy=1

2021 4 1 _,

X =
%2021

2021 =43 -47

Druhy krok:

. 1
Oznatme K,, = x™ + e
Kl =x+ i = \/E

5, 1
Ké =X +'_;:: 0

a

(x"+5) (x+3) =2+ a4

xn+1 xn—l
Tedy mame

Kny1 = V2- Kn — Kn—q

Kde
Klz\/i
K2=O

Pak posloupnost

K ={¥2,0,—v2,-2,-v2,0,v2,2,v2,0,—V72, ...}

Je periodicka s periodou 8.
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Tedy prok=1,2,3,...

Kg = 2
Kgi+1 = V2
Kgi+2 =0
Kgres = —V2
Kgi+a = —2
Kgk+s = -2
Kgk+6 = 0
Kgk+7 = V2
A protoze
2021 mod 8 =5
pak

K021 = —V2

Zkusme jinak, pomoci komplexni algebry:

x2—V2x+1=0
koreny

V2ENZ _ V2 (1 4y = cosE 4 i sin®
2 2 4 4

X1,2 =

A vyuZijeme Moiavrovu vétu

2021
2021
x2021 = <‘/; (1+ i)) = (cos% + i sin %)

5T .. 2016 5T 51 . . bm
—)+lsm(27r-—+—) =cos—+isin— =
4 8 4 4 4
Takze

2021 + y2021

X
52021

x2021 + y2021 — _\/Z

14.
x*—x+1=0
(2015 _ 42014 _

Tak tady pres komplexni ¢isla a Moivreovu vétu:

1+iv3 1, .3 T, . T
X19 = =-+i—=cos-tisin-
2 2 2 2 3 3

2015 _ 2014 — 5 2014(5 _ 1)

= 52021 4 = =—x+i=—(x+—
—-X X

2021w .
OST +isin

s . . T
COS——1SIin—
4 4

2021m
— = C0S (
4

2016
2m: T +

Z1-0=—x
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2014
T .. 2014m ., . 2014w 41 . . 4m 1— .
x2°14:(cos—ilsm—) = cos + isin =cos—+isin—=—=Fi
3 3 3 3 3 3 2
protoze

2014m =3-335-2n + 4n

x2015 _ x2014 _ 2014(y _ 1) — (_%; iﬁ) (_l+ iﬁ) -1

2 27 2
15.

a’?—-b%2=9

a-b=3

a+b=?

To je podivna uloha. Zkousel jsem to sofistikované, a nic. Tak feseni — tady silou:

9
b? =5

9
2 —
-z

a*—9a2-9=0

2 _ 9+V81+36 _ 9+V117

a
2 2
p2 =92 _ 1894?\/117 _ +V117-9
T o9+vilT -36 2

Jen kladna reseni.
a’?—-b%*=9
a? + b2 = V117

(a+b)?=a?+2ab+b*=0a?>+b>+6=+/117+6

a+b=\/6+\/F=\/6+3\/1_=\/§(\/2+\/ﬁ)

16.
fi=y-t=1
X y =y X =
9o__1
(xY) (xy)g *

Zkusme silou:

x+-=1

1
y

1
y—1+;

1
14=
X

x + =1

x+—=1

x+1

x(x+D)+x=x+1
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X+x-1=0

—-14+/5
X =
2
_ 1_ 2 —1F5 _ 1+V5 _ 345
y—1+x—1+—_1i\/§—1+2 - —1+—2 ==
_ —1+V5 3+V5 _ -3+542V5 _ 1+V5 _
T2 2 4 =7z ¢
TakZe zadani lze prepsat na
1
F9 = (p9 —_ E =2
a z predchoziho mame
Fri1 =\/an_Fn—l
F,=1aF,=+5
F ={1,V/5,4,3V5,11,8V5,29,21V5,76, ...}
1
Fg == ¢9 - E == 76
(xy)° — —— =76
y (xy)°
A zkusme jinak pro ovéreni:
—pd_L 1 _ 15 ___r  _ _
Fo=¢°~_5=34p+21— = 34( - ) +21 T 17 + 17V5 + 21
1 _ 1 _ _ 38-17V5 _ _
TinE = 38+ 17VE - =38+ 17V5 - - =38+ 17V5 + 38 - 17V5 = 76
17.
Urcete x, y
x+ .y =x?
x—Jy=x3
Redeni:
Jy=xt—x=x-x3
x3+x2-2x=0
x(x2+x-2)=0
Pro nulu splnéno.
x*+x—-2=0
-1+v9 _ -143
Xip=— = =2l
A zkouska
x=1

y=((1D*-1%*=0
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1 ++/0 = 1 vyhovuje

x=-=2

y = ((=2)* +2)? = 36

—2 4+ /36 = (—2)? vyhovuje

—2 —+/36 = —8 = (=2)3 vyhovuje
K ={[-2,36],[0,0],[1,0]}

18.
1.1,
a b
3% =5 =7
Regeni:
3¢ =50 =K
b=a-==a-R
...t
a b a aR
R+1
aR -
R+1
2R ¢
RE1_,
2

R+1 R+1

2InK =In5+4+In3 =1In15
InK = InV15
K =15
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4 _
b* + i 4
urcete
1
3 _
b° + sl =?
Redeni

Tézké je najit optimalni postup feseni, tak zkusme:
1
b+ 5= K
b? + =K% -2
b2

b3+bi3=1(3—31<:1<(1<2—3)

4, 1
b+b

—=(K?-2)2-2=4
(K*-2)?%?=6
K2=2++6

v realnych Cislech jen kladné rfeseni

K*=2++6

b k= K(K? = 3) = /27 V8- (V6 - 1) = £ |2+ VE) (V6 — 1)° =
iJ(z+V€)(7—2V€)=i\/14—12+7\/€—4\/_=J_r 2+3V6

20.
V analytické geometrii mame obecnou hyperbolu a pfimku
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3
x+y—;
y=x—2
x> +x(x—2)=3

2x2 —2x—-3=0

244424 _ 1477
X1,2 = =—

4 2

nebo

X+y=x+x—2:2x—2:2%7—2:_1i\/7

Ovéreni:

4 2

X2 _BEV7 4T

147 —-3+V7 _ 4+2V7 _ 2FVT7
xy= - = =

2 2 4 2
2 447 2F7
X +xy= + =3
2 2
21.
a+b=1
a’?+b%2=9
a*+ b* =?

Re3eni sofistikované

(a® + b?)? = a* + 2a%b? + b* = 81
(a+b)>=a%?+2ab+b*=9+2ab=1
ab = -4

(ab)? = 16

a*+2-16+b* =81
a*+b*=81-32=49

a také to Ize zkusit to silou:
b=1-a

a’+(1-a)?=9
2a2-2a-8=0

a’?—a—-4=0
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14417

)

_1FV17

)

, 18+2V17 9417
CET T
_9FV17

T2

_98+18V17 49+ 917
N 4 N 2

49T 9V17
-
249
—2 =

a

b

bZ

a4-
b4-

a* + bt = 49

22.
UrCetexay

x—y=31
Vx+,fy =31
nebo
x—y=17
Vx+fy =17
nebo
x—y=11
Vx+ [y =11
Obecné Fegeni
x—y=A
Vi +,[y=A4
(VE+ VD)V~ 5) = A(F = 7) = 4
Vr—y=1
y=vE-1

Vx+/x—1=4

A+1
Vi=to—




_(A+1)2
=2

B A_(A+1)2 A_A2+2A+1—4A_<A—1)
y=rmaE B 4 -2

23.
Redte x, y

x—y=95=5-19
Vx+.[y=19

Obecné

x—y=kA

Vi +,[ly=A4A

(VT +3) (V% — \7) = kA
Vx—.Jy=k
V= VE -k

Vi+Vx—k=A4

A+k
E="2E

_ (A + k)z
=2

B (A — k)z
Y=\
Pak pro A=19 a k=5 je x=144 a y=49.

24.
A tady mame v analytické geometrii prisecik dvou hyperbol.

x2—y2 =24
xy =35

x+y=?
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7

-

X2 — (5)2 =24

X

x* —24x? — 352 =0
y? —24y—352=0
_24+V24244352  24+V5476 _ 24174

V1,2 > > S = —25;49
x%? =49
x =37
y =15

A pokud budeme uvaZzovat i komplexni feseni:

x?=-25

y = Fi7
A obecné
x2—y2=A
xy =B
x+y=?

Klasicky

D = A? + 4B?
Z_Ai\/ﬁ
-2
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a je mozné i komplexni feseni.

V Zadném pripadé text v tomto ¢lanku nepresahuje ramec stfedoskolské matematiky. Snad
uvedend Fedeni ¢i naérty Fedeni étendfi pomohou v orientaci ve standardnich tlohach. Ulohy jsem
kontroloval, ale presto, pokud se tam vyskytla chyba nebo preklep, budu se ke ¢lanku obcas vracet a
pfipadné nedostatky odstranim.
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